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2. Metoda Najmniejszych Kwadratow

W tej rozdziale zajmiemy sie modelami jednoréwnaniowymi. Do estymacji tych modeli mozer
zastosowa szereg metod. Jedna z najszerzej stosowanycMjegidaNajmniejszychK wadratow
(MNK). EstymatoryM NK sa to takie funkcje danych, ktore minimalizuja sume kwadrat6v
wartdsci teoretycznych wynikajacych z modelu z wéd@ami rzeczywscie zaobserwowanymi.

Przy estymacji wazne jest ustalenie zafozmtrzebnych, by estymatory posiadaty pozadane
wlasnaci. Te pozadane wlasgaoi, to zwykle nieobciazorsd i minimalna wariancja. W dalszej
czesci tego rozdziatu pokazemy, ze dla pewnych zahdadie wtasnéci posiadaja wiasnie estyma-
tory M N K. Pokazemy takze, ze dla nieco stabszych zdtastymatoryM N K sa obciazone w
matych prébach ale asymptotycznie ich obciazenie maleje do zera. Omoéwimy takze sytuacjs
ktorych nie nalezy stosowaestymatorowlM N K, poniewaz sa one nieefektywne lub asymptoty-
cznie obciazone.

W trakcie wnioskowania statystycznego testuje sie roznorodne hipotezy dotyczace parame
oraz buduje sie przedziaty ufaoi dla uzyskanych estymatoréw. Procedury takie mozna przeprave
pod warunkiem znajonszi rozktadow testéw i estymatorow. Z tego powodu duzo czasSwigzimy
analizie wyprowadzaniu tych rozktadow. Omowimy problem testowania prostych i ztozonych hip
statystycznych oraz testy diagnostyczne stuzace do badania, czy model spetnia zatozenia koni
do tego, by estymatory miaty porzadane $davcsci.

2.1. Model z wieloma zmiennymi

Wyprowadzenie wzoréw na estymataWyN K dla przypadku wielu zmiennych najtatwiej przeprowd
stosujac zapis macierzowy. Model linowy mozna wytamstepujacym wzorem:
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estymator parametrd oznaczamy przek. Reszty z modelu definiujemy jako

e=y—Xb
Najprostszymi przypadkami modeli liniowych jest model, w ktérym wystepuije tylko jedna zmien
objasniajaca (poza stata)
Yi = P11+ Paxi + & (2.1)

te jedna zmienna moze byp czas i wtedy méwimy o modelu trendu liniowego, ktéry zapisa
mozna jako

Yt = P+ Bot + &t (2.2)
Idea Metody Najmniejszych Kwadratéw polega na tym, ze majac pewien zbiér danych zawie
jacychy; i X; dlai = 1,...,n znajdujemy taki etsymatads parametrud, ktéry minimalizuje

sume kwadratéw reszt. Przyktadowo dla modélii)i zbioru danych zilustrowanym na rysunku
znalezione za pomocdy N K estymatory parametrow i 5, wynoszab,; = 7,5331 i by = 1.6406.
Dopasowanie linii regresiji ilustruje rysun@k Wazne jest przy tym rozréznienie miedzy parame-
trami a estymatorami (oszacowaniami) parametréw. Dane z rysumkataly sztucznie stworzone
za pomoca generatora liczb losowych gla= 8 i 3, = 1, 5. Widzimy wiec, ze og0lnie prawdziwe
parametry i ich estymatory sa réznia sie od siebie. Dopasowanie za pamddd trendu zilus-
trowane jest na rysunka

Linie regresiji zilustrowane za pomoca rysunk@w 3 sa szczegllnymi przypadkami hiper-
ptaszczyzny regresji, ktéra w ogdlnym wielowymiarowym przypadku, dopasowujemy za pomc
MNK. Jak juz wspomnieimy estymator ten uzyskujemy minimalizujac funkcje c&{b) rowna
sumie kwadratow reszt

S(b) =e'e=(y—Xb)(y—Xb) =y'y—y' Xb-b'X'y+b'X'Xb=y'y—2b' X'y+b' X' Xb
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Rysunek 1:0bserwacjéz;, y;)

przy czym ostatnia rowrss wynika z faktu, zey’ Xb i b’ X'y sa skalarami a dla skalaréw trans-
pozycja nic nie zmienia. Warunki pierwszego rzedu dla

mbin S (b) (2.3)
uzyskujemy rozniczkuja$ (b) wzgledemb
IS (b) _oy'y 28b'X'y N ob'X'Xb
ob  0Ob ob ob
przyréwnujac uzyskana pochodna do zera

—2X'y+2X'Xb=0

= -2X'y +2X'Xb
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Rysunek 2Krzywa regres;ji

po przeniesieniuX'y na prawa strong i podzieleniu obu stron pr2eazyskujemy uktad réwrfa
zwany uktadem réwranormalnych

X' Xb=X'y
Rozwiazujac go dl& otrzymujemy postaanalityczna estymatodel N K
b= (X'X)"' X'y
Warunki drugiego rzedu dla minimalizacj®.) zwiazane sa z okéfondcia hessianu (macierzy
drugich pochodnych) funkcj# (b) o postaci
9*S(b) _28X’y Jr2E)X’Xb

= =2X'X
obob’ o’ o’
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Rysunek 3:Model trendu liniowego

Poniewaz macierX’ X jest zawsze dodatnio ols®na wigc istotnie znalesimy minimum funkcji
S5(b)
Przyktad 2.1 CAPM

Rozwazmy przypadek inwestora, ktory inwestujac kieruje sie jedynie wartoscia oczekiwa
wariancja inwestycji. Zatozmy, ze moze on zainwestowac w portfel, ktory opisany jest wektoren

Tl

Tn

gdziez; oznacza udziat papieru warciowegoi w portfelu. Przychod z aktywdw mozna opisac



wektorem
Ry
R= : ,
Ry,
gdzieR; oznacza stopg przychodu uzyskiwana z papieru wartoScioiv&@rrekiwane przychody z
aktywéw mozna oznaczyt jad= E (R) a macierz wariancji kowariancji tych przychodéw jako
Var (R).

Zaktadamy, ze inwestorzy chca osiagnat maksymalny zysk i charakteryzuja sie réznym stog
awersji do ryzyka. Zakladany, ze istnieja pewne aktywa, z ktorych inwestor moze osiagnac
Ry bez ponoszenia zadnego ryzyka. Oczywiste jest, ze inwestor bedzie sktonny ponosic r
jedynie wtedy, kiedy spodziewany przychoéd z inwestyd bedzie wyzszy niz koszt alternaty-
wny (31, z;) Ry = «'lRy, gdziel = (1,... i)’ Maksymalizacja funkcji uzyteczm inwest-
ora sprowadza sig do maksymalizacji zysK R — IR,) przy z géry zatozonej przez inwestora
wariancji portfelac? = Var (2’ R) = ' Var (R) . Problem ten mozna zapisac nastepujaco

max ' (R — IRy)

=
st.x' Var (R)x = o
Rozwiazanie mozna znalez¢ za pomoca rézniczkujac funkcje Lagrange’a:
L=a' (R—1Ry) + A (0> — a' Var (R) )
Warunki pierwszego rzedu maja wtedy postac:
OL

— =R—1IRy—2\Var (R)x =0 (2.4)
ox

OL

) =0 —x'Var(R)x =0



Mnozac pierwsze rownanie przezi wykorzystujac drugie warunek z drugiego réwnania otrzymu:
jemy, ze -
@' (R—1Ry) —2X0* =0
Rozwiazujac te rowrsg dla dostajemy
' (R—IR,)
202
Z kolei rozwiazujac drugie rownanie diaotrzymujmy

T = % Var~! (R) (R — IRy)
Zauwazmy, ze w ostatnim réwnaniyest skalarem &/ar~" (R) (R — IR,) wektorem. Wynika z
tego, ze proporcje miedzy papierami wartosciowymi w portfelu sa zdeterminowané/prad),

Ri Ry, ailost zainwestownych srodkow zalezy takzeodlesli oczekiwania inwestorow na temat
Var (R), Ri R, sa homogeniczne to proporcje papieréw wadimwych w portfelach inwestorow
o roznym poziomie awersji do ryzyka beda takie same i rbwne proporcjom kapitalizacji rynko
tych papieréwC' AP M moze byt wiec prawdziwy tylko wtedy, gdy porifgl zawierajacy papiery

w takich proporcjach w jakich sa one na rynku, spetnia rownagid)( Znormalizujmyzx tak, ze
S, T =2/l = 1lioznaczmyr, = x, R. Wartos¢R,. mozna interpretowac jako indeks Sredniego
przychodu z inwestycji na gietdZieZ réownania na\ otrzymujemy

Re_RO
A= e =0
202
az@4
Var (R) x.
R:lRo—i—%(Re—Ro)

1w Polsce takim indeksem jest WIG.



Zauwazmy teraz, z€ = x!, Var (R) . = Var (', R) = Var (R.) a element wektoraVar (R) x.
jest rownyCov (R;, . R) = Cov (R;, R.) . W rezultacie

— Cov (R;,R.)
R, =R —————— (R.—R
ot Var (R.) ( o)
Jesli zatozymy, z&, oraz wspoiczynnikiov (R;,R.) , Var (R, ) sa state w czasie, 16 = %

mozna oszacowac estymujac réwnanie
Ryy =a+ BRe + e

poniewaz
T . 77. 77
Zt:l(R” Ri)(Ret Re) » Cov (Ri,Re)
b= r_ BN
3;1 (Ret_Ret) Var ( 6)

T
przy czymR, mozna oszacowact korzystajac z tego, ze

a=(1-p)Ro

Literatura: Varian (1992, str. 371-375

2.2. Wiasndaci hiperptaszczyzny regresiji
Hiperptaszczyzna regresji nazywamy ptaszczyzne dopasowana cig danych z géiNdCaPtaszczyzr
tej wyznaczona funkcjg = X b, gdzieb jest estymatorem/NK a X € R¥.

Twierdzenie 2.2 Hiperptaszczyzna regresji wyznaczona za pombtd K posiada nastepujace
wlasndaci

1. X'e=0



2.5e=0
Dodatkowo dla modelu ze stata

3.1'e=0
4.57=9y
gdziey = Xbil = (1,...,1).
Dowdd.
Xy-X'Xb=0< X'(y—Xb)=0& X'e=0
y=Xb
Je=bXe=0
1T 221 @31 - zK1
1 map @32 -+ Xk2
X =
1 2on 23n -+ Tkn
1 1 1
T21 X22 o T2p
X'e=| ¥31 T32 - T3n | e
Tg1 ITK2 *°° TKn

X'e=01le=0
y=Xb+e=y+e
ly=ly+le=1y

l/y _ l/:;j =

n n



Whiosek 2.3 Reszty sa ortogonalne (prostopadie) Ao Préba regresjie (niewyjasnionej czesci
y)naX dab, = (X’X)' X'e =0.

Definicja 2.4 Sum kwadratéW'S S, ESSi RSS
7SS =(y—-79) (y—79) catkowita suma kwadratowwptal Sum ofSquares)
ESS = (@ - ?), (@ - E) wyjasniona suma kwadratovExplainedSum ofSquares)
RSS =¢€'e suma kwadratéw reszRésidualSum ofSquares)
gdziey = Iy, y = 1.
Lemat 2.5 W modelu ze stata
TSS =ESS+ RSS (2.5)

Dowdd. Z tego, zey = Xb + e = § + e orazy = y wynika, zey = ljj = lj = y oraz, ze

y—§=(§—§)+e

i / i
(y—y)'(y—?)=[(@—y)+e} [(y—y)Jre}
~ =\'[(~ = ~ =\’ /

z(y—y> (y—y>+2(y—y) etee
N/ -

~(7-3) (3-7) +ee

—\/ . N/
(@—@> e=getge=7e+ (@) e=ge+yle=0
przy czym korzystamy z wtasBoi hiperptaszczyzny regresjm

poniewaz:



Twierdzenie 2.6 Wspotczynnik determinadit? definiujemy jako
ESS | RSS

TSS TSS

i dla modelu ze stata spetnia on zawsze nastepujace nieréwnosci

R? =

0<R?*<1
Dowad. ESS
TSS >0, ESS > 0, RSS>OT—SS 0
TSS =ESS+ RSS
ESS
RSS >0 1TSS — ESS>0<:>TSS>ESS<:>T—SS 1
| |

Uwaga 2.7 R? interpretujemy jeko procent wygaionej przez model zmiennosci zmiennej endo
genicznej. Whnioski dotyczace mozliwych wartdétisa prawdziwe jedynie dla modelu ze stata.
Gdy w modelu nie ma staté}?> moze by¢ ujemnez? ma nastepujace wkasnosci:

1. jestrowny jeden, iy = Xb <:e =0

2. jest rébwny zero, jesli zmienna endogeniczna jest ortogonalna do zmiennych egzogenicz
SyX =0

3. pozostaje niezmieniony, gdy zmieniamy skale zmiennych, to jest zmienne egzogghiczr
zastapujemy zmiennymj, = 61, + 02,z @ zmienna endogeniczna zmienpamienna
i = 1 + Y2y, 9dzievy, y2, 01k, 02 Sa Statymi, ktére zaleza od indeksu zmierinef

., K ale nie zaleza od indeksu obserwagcijt 1,...n
Wniosek 2.8 W modelu ze stata i jedna zmienR3 jest rowny kwadratowi wspotczynnika korelacji

Pry = 2= migdzyy i z



Dowdd.
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przy czym w wyprowadzeniach skorzystaty z }atawego do udowodnienia (patrz zadania) faktu
ze wmodelu z jedna zmienbg =7 — b1Ti by = 22, m

2.3. Interpretacja geometrycznaM N K

Oznaczmy przestrzeliniowa generowana przez kolumny macietXyjako sp (X). Jak wiemy z
algebry liniowej dla kazdego wektorao odpowiednich wymiaraciXy € sp (X). Oznaczmy z
kolei jako X ; macierz ztozona z wektorow ortogonalnych &btaka, ze[X, X | ] jest macierza
0 petnym rzedzie. Przestrizdiniowasp (X | ) bedzie wiec zawieawektory ortogonalne do wek-
toréw bedacych elementami przestrzgn{ X).

Zastan6wmy sie teraz jak mozna zinterpreto\yaometrycznie zadanie minimalizacyjne, ktéra
jest podstawa szacowania estymatorow za ponid@ak . Szukamy takiegd, ktére minimalizuje

mbinS(b) = rnbin (y — Xb) (y — Xb) = mm ly — Xb|
& min ly—3| SL7 € sp(X)

a wiec szukamy takiego wektofanalezacego do przestrzeni generowanej przez kolumny macier
X, ktory jest najmniej odlegty od wektona Uktad rowna normalnych

X'(y—Xb)=X'(y—y)=0



implikuje, ze wektory, ktéry stanowi rozwiazanie tego zadania ma ta ceche, ze wektor rozr
y—y € sp (X ). Warunek ten jest oczywisty$é przeanalizujemy nastepujacy rysunekWidat

sp(X) ) sp(X)
A
y-y
y
Rysunek 4:Geometria MNK

z niego, ze rzeczywtie wektorem, ktory nalezac do wyznaczonej przestrzeni liniowej wyzna
zonej osiasp (X)), jest najmniej odlegly od wektorg jest wektory, dla ktérego réznicg —y jest
prostopadta dep (X).

Rzut prostopadty w przestragienerowan , to takie przeksztalcenie linion# (y), dla ktérego:

1. F (y) € sp (X) (przeksztalcg na wektor bedacy kombinacja liniowa kolumn macie®y
2. F (X) = X (nie wptywa na kolumny macierzX)
3. y — F (y) € sp(X ) (rzutuje prostopadle)

Jak wiadomo z algebry kazde przeksztatcenie liniowe mozna®pispomoca macierzy. Sprobu-
jemy wiec znalez macierz rzutu prostopadtego przesirzp (X)



Twierdzenie 2.9 Macierz )
Py=X(X'X) X'
definije rzut prostopadty w przestrzef (X) .
Dowdd. Punkt (). Dla dowolnego wektora mamy
Pxz=X [(X’X)‘1 X'y} € sp(X)
Punkt @). Z deinicji Px
PxX=X(X'X)'X'X =X
Punkt @). Z definicji P x i ortogonalngci
X'(y—Pxy)=X'(I-Px)y=(X-X)y=0
|
Twierdzenie 2.10 Macierz
Myx=I-X(X'X)"'X'=I-Pyx
definije rzut prostopadtego w przestrzen( X | )

Dowdd. Podobnu jak w poprzednim punkcia
Macierz Px rzutuje wektory na przestrze sp (X) a macierzM x na przestrze sp (X | ).

Ponadto z definicji tych macierzy tych wynika, ze
I=Px+Mx
i przeksztatcenia zdefiniowane przez macieR2g i M x mozna interpretowaw kategoriach
przeksztalcenia bazy wektoeg ze zlozonej z wektoréw jednostkowych do takiej, ktéra sklade
sie z kolumn macierzyX, X | ] przy czym
y=Pxy+Mxy=Xb+e=7y+e



z czego wynika, ze w tej nowej bazie elementy wekipmviazane z wektorami bazowymi danymi
przez kolumny macierzyX beda dane przez wektér y jest rzutem prostopadlym w przestrzé
sp (X)) zas wektor resze jest rzutem prostopadlym w przestrzésp (X ).

2.4. Twierdzenie Frischa-Waugha-Lavella (FWL)

Twierdzenie 2.11 EstymatorM N K parametru3, policzony dla modelu

y=X108, + X288, +¢€ (2.6)
ma te sama wartos¢ co estymafarN K parametru3; policzony dla modelu
Yy =X1B+¢", 2.7)

gdziey* = My y, X =My X1 i My =1 X, (X’2X2)71X/2 sa resztami z regresjj na
X1 X1 naX,. Ponadto resztg z modelu 2.6) sa réwne resztora* z modelu 2.7).

Dowdd. Estymator parametr@; dla modelu 2.7) bedzie z definicji rowny
by = (X7X}) T X'y = (XM X)) X Moy (2.8)
przy czym druga rowr& wynika z tego, zeM, jest symetryczne i idempotentne. Reszty dla
takiego réwnania regresji mozna poliézy rownania

ng = MgleT +6* (29)
Z kolei w przypadku modeluZ(6) reszty mozna policZyz réwnania
y:X1b1+X2b2+e (210)

przy czymb; i by uzyskujemy za pomoc® N K. Z wtasndci hiperptaszczyzny regresji wiemy, ze
reszty musza spehtiauktad rowna normalnych

Xe=[X; X;]e=0



co implikuje X e = 0i X,e = 0. Zdefiniujmy

My=1-X,(X,X,) " X},
Mnozac réwnanied.10 przezM 5 otrzymujemy

Moy = My X1by + Mo X by + Moe
PoniewazM > X, =0i Mse = e — X, (X5X,) Xye = e, wiec
Moy = M>X b, +e (2.11)
Mnozac z kolei to rownanie prawostronnie prz€z uzyskujemy
X Moy =X M>X1b; + Xe

a skoroX' e = 0 wiec

b = (X\M>X,)"' X\ Moy

i tym samym dowiedBmy, zeb] = b;. To, ze reszty z model2(6) i modelu @.7) musza bg takie
same wynika teraz z réwnania.(1). m

Przyktad 2.12 Regresja na odchyleniach od &srednich. Zastanéwmy sie nad tym jak sie ma
estymatorM N K parametrug3; policzony dla modelu

y=0+XB; t+e
i policzony dla modelu
Yy = X"Br+e
gdziey*, X* sa odchyleniamiy, X od swoich srednich.
Rozwiazanie 2.13Zauwazmy, ze

My =T 1)U =I-n"'U



Reszty z regresjj na wekorze jedynek= [1, ..., 1]’ sa réwne
Yy =Miy=y-7y
podobnie
.’13;: = Mz = x, — Ty,
Do drugiego modelu mozemy wiec zastosowac twierdzenie FWL, przyXzymla X, = X i
wywnioskowat, ze estymator = b].

Z twierdzeniaFWL wynika, ze regresje mozna przeprowddm dwéch krokach. Najpierw
przeprowad4i regresjgy i X 1. Uzyskane w ten sposob reszty gla X ; opisuja zmienngt, ktorej
nie da sie wyjanic za pomocaX ;. Mozemy teraz przeprowadziegresje reszt z regregjina resz-
tach z regresjiX ; a uzsykany w ten sposéb estymabgibedzie rowny estymatorowi uzyskanemu z
regresjiy naX i X». Wynika z tego wazny wniosek dotyczacy interpretacji elemerdwektora
b. Opisuja one wplywe, nay po uwzglednieniu wpltywu wszystkich pozostatych zmiennych.

Whiosek 2.14 Jesli przeprowadzimy regresiena X , a nastepniey na X7 = M1 X1, to
U=9"+7,

gdziey = Xb, §* = Xiby,y, = Xjby ibj = (X’QXQ)_lX’Qy jest estymatoreM/ NK z
regresjiy na X», X = [X1, X,]. Wynika z tego, nastepujaca macie2y:

Px = Px: + P, (2.12)
gdzie

Px; = Xi (X7'X)) " X7
Py = X, (X5X2) 7' X},



Dowdd. Zauwazmy, ze pokazaliny, ze dla kazdegg mamy, zee = y* — X 1b]. Podstawiajac
y* =y — Xbj = y—79,, ¥ = XIbl i e =y—7y do tego wzoru otrzymujemy udowadniany
wynik. Druga czé&t twierdzenia mozemy dowée w sposob nastepujacy: poniewaz macierze s:
kwadratowe i dla kazdegg mamy, ze

Pxy=y=9 +¥y,=Px;y+ Py
wiec musi zachodziréwnat (2.12). =
W sensie geometryczny twierdzenie to mowi, ze rzut prostopadty w przéstpeX ) mozna

zdekomponow@ na rzut w przestrfesp (X2) i rzut w ta cz&€ przestrzenisp (X 1), ktora jest
ortogonalna do przetrzesp (X ).

Whniosek 2.15 W réwnaniu regresjiZ.7) RSS jest rbwna sumie kwadratoéw reszt w regresiji
y=X108; +X2B8, +¢€
aTSs jestrowna jest sumie kwadratéw reszt w regresji

y=Xovtu
R? w réwnaniu regresji 2.7) ma wzor
A~ /
uu—e e
R*= — ——
e'e
i
u'u—e' e=bX|MyX b >0 (2.13)

Dowdd. Z twierdzeniaFWL wiemy, ze z regresp’Z(?) sa réwnee, a wieCRSS = €’e, skoro
z wlasndci hiperptaszczyzny regresji wynika, 2e= ’—e = 0. Podobnie, z definicji macierzy

/
M, mamy, zey* = Moy = uistadTSS = (e — e) (e — e) = ¢’e. Wz6r na réwnaniez?



uzyskujemy postawiajac uzyskane wzory i8S i RSS do definicji tej statystyki. Z réwnania
(2.11) wnioskujemy, zeu = M X 1b; + e a wigc

W= (MyX b +e) (MyX b +e)
= b/lX/1M2X1b1 + 2€/M2X11)1 —+ e/e
= b;X’lMQlel + 6/6

przy czym skorzystadimy z tego, zeMse = e i X e = 0. Wartct by X M, X 1 b, jest zawsze
dodatnia, poniewaz macieX; M, X ; jest dodatnio okréona. m

Wz6r (2.13 implikuje, ze usuwajac z modelu zmienne powodujemy zawsze wzrost sumy kwa
reszt. Poniewaz'S'S w obu przypadkach jest takie same, wiec

RSSy > RSS, =:R3 < R3.

StatystykaR? maleje wiec zawsze @i z modelu usuwamy zmienne. Nie ma przy tym zadnegc
znaczenia, czy zmienne te sa w rzeczywsstastotne dla ksztattowania sie zmiennej zalezne
a wynika jedynie z wiasrei algebraicznych/ NK. Z tego tez powodu statystykB? mozna
stosowa jedynie jako statystyke opisowa. Nie moze ona jednak stmpy do ustalanie, czy zmi-
enne w modelu sa istotne satystycznie.

Uwaga 2.16 Dodajac do modelu kolejne zmienne egzogeniczne otrzymujemy model o wiZszyr
nawet wtedy, gdy zmienne te sa nieistotne i ich dodanie podwyzsza wariancje estymattego
powoduR? nie moze byt jedyna miara adekwatnosci modelu. Lepsza miara jakosci dopasows
wydaje sie skorygowang?

n—1
n—K
Modyfikacja ta jest tak zaprojektowana, 75 spada, gdy wartos¢ bezwzgledna statystyitla
usunigtej zmiennej jest wiekszad

R=1-

(1-R?)



Uwaga 2.17 Znaczenie poszczego6lnych zmiennych w wyjasniganiozna mierzy¢ czastkowyhj
zdefiniowanym jakd?? w modeluy; = (7;;, gdzie say i 7; sa resztami z regresjj i z; na
wszystkich zmiennych poza Czastkowy wspotczynnik okteno'sciR? mierzy procent zmiensoi
y, ktéra wyjesnia tylko zmienno&g;. Poniewaz suma reszt jest rowna zeru, wigc z twierdz2gia
otrzymujemy, 'zB? jest rébwny

i1 UiTji (yM ;)"

R2 = n n o~y
D DHET-D P ‘r]22 (ij]wJ) (y'M;y)

gdzieM; = I — X; (X, X ;)" " X, i X, zawiera wszystkie zmienne nalezaceXipoza zmienna
x;. Zauwazmy, z&? < R”i Ef: \ R} # R%.

Whiosek 2.18 W réwnaniu regresji
Yy = X/@ + &,
w ktérym macierX = [ X; X ]iodpowiedniod = [ 8, B, |  estymatoM N K

b= { 2; } - (X'X)"' X'y
mozna takze zapisac jako
by = (X, M,X,) X M,y
by = (XM X5) " XMy
gdzie
M,=1-X,(X\X,) " X
My=1T- X, (X,X,)" X}



Dowdd. Wz6r dlab; wynika ze wzoru 2.8) i tego, zeb; = b]. Poniewaz podziat na zmienne
X1 i X, jest arbitralny, wiec w identyczny spos6b dowodzimy réwnaniagbglam

2.5. Wihasndsci statystyczneM N K

ZalozenizK lasycznegd odeluRegresjiL iniowej (KX M RL) mozna strecic w nastepujacych punk-
tach:

Zatozenie 2.19Zwiazek miedzy a X opisany jest réwnaniem = X3 + ¢

Zatozenie 2.20Macierz zmiennych egzogeniczny¥hest nielosowa

Zalozenie 2.21E (¢;) = 0 wartos¢ oczekiwana btedu losowego jest réwna zeru

Zatozenie 2.22E (g;¢;) = 0 bledy losowe sa nieskorelowane

Zalozenie 2.23Var (g;) = o2 wariancja btedu losowego pozostaje stata w czasie

Zatozenie 2.24e ~ N (0,021) btad losowy ma rozktad normalny

Zatozenia2.21, 2.22, 2.23mozna opisatez zapisajakoE (e€’) = o?I. Zatozenie2.24wyko-
rzystuje sie jedynie w niektérych wyprowadzeniach.

Twierdzenie 2.25 Whasné&ci estymatora/ N K
1. EstymatorM N K jest nieobciazony
2. Wariancja estymatord/ N K wynosix = o2 (X' X) !
3. Nieobhciazony estymator wariancji btedu losowego ma postac

/ n 2
2—_%¢ _ 216

n—K n—K

4. Neobciazonym estymatorem wariarigjest estymatos = s% (X' X) ™"



Dowdd. (1)
E(b)=E ((X/X)‘1 X’y) —E ((X X) ' X'(XB+ s))
=B ((X'X)" X'X8) + B ((X'X)" X'¢) =
E(8)+ (X'X) ' B(e) =B
2
I X'ee! X (X! X)*l}

Var (b) = Var<,3+ (X'X)~” >: [ B
= (X'X)” X’JQIX (X'X) ' =02 (X'X)

(X'X) ' X'E(ee!) X (X'X)~
©)

e=y—Xb=y - X (X'X) ' X'y = (I s (X'X)“X’) y = My

M=I-X(XX)"'Xx

M =M
MM =M

MM = [I _ X (x'x)"! X’} [I —X(X'x)! X’}

—T-X(X'X) X - X(X'X) X' +X(X'X)X'X(X'X)

—I-XX'X)'X' =M

-1 X,

MX=X-XX'X)"'X'X=0
e=My=M(XpB+¢e)= Me
ee=¢e M'Me =¢'Me



Ostatnie wyrazenie jest skalarem. Wynika z tego, ze
e'e = tr(e'e) = tr(Mee')
E(e'e) = E (tr (Mee')) = tr (M E (e€’)) = tr (Mo*I) = o° tr (M)
tr (M) = tr (Inxp) — tr (X (X'X)"" X') = tr (Tnyn) — tr ((X’X)*1 X’X)
=tr(Inxn) —trIgxg =n—K
E(ee) =o’tr (M) = o*(n — K)

a wiec /
£ (neeK> =0
(4)
E (52 (X’X)_1> —E(2)(X'X) ' = (X'X) =32
|

Literatura: Steward {991 str. 25-43, Greenl@97) str. 221-257, Chow1(995 str. 58-60,
Goldberger {972 str. 209-216 i 220-222, Theill79 str. 56-64 i 121- 137.

2.6. Twierdzenie Gaussa-Markowa

Twierdzenie 2.26 (Gaussa-Markowap; v i jest najlepszym liniowym i nieobciazonym estyma:
torem parametry3 w K M RL (KlasycznynModeluRegresjiLiniowej).

Estymator liniowy, o ktérym jest mowa w twierdzeniu, jest to estymator, ktéry mozna prze
stawt jako Cy gdzieC jest dowolnaK x n elementowa macierza wspoétczynnikéw nielosowych.

Lemat 2.27 Dla wszystkich nieobciazonych estymatoréw liniowycdi W RL CX = I.



Dowdd. _
B=Cy=C(XB+e¢)
E (B) —E(CXB+ Ce) = CXp+ CE(e)

i jest rowny3 wtedy i tylko wtedy gdyCX =1 =
Dowdd. (twierdzenia Gausa-Markowa)

Var <ﬁ) = Var (CX + C¢) = Var (Ce) = C Var (¢) C' = Co’IC’ = o*CC’
Zdefiniujmy takieD, ze
D=C'-Xx(x'x)""
a wiec
c=(X'X)"'X'+D
CX=1+«:(X'X)"'X'X+D'X=1<DX=0
/
cc’ = |[(x'x)7' x’ +D/‘] [(x'X)" X'+ D]
- (X'X)"'X'X (X'X) +D'D=(X'X)"'+D'D> (X'X)~
Ostatnia nierowngt wynika z tego, ze macierz postddi D jest dodatnio okrglona.W rezultacie

Var (B) = o2 (Xfx)*l +0’D'D > Var (b) = o2 (X’X)’

1

1

Co oznacza, ze estymatdf N K jest rzeczywscie najlepszy (ma najmniejsza wariancje) w klasie
estymatoréw liniowych i nieobciazonyc

Uwaga 2.28 Zauwazmy, ze w dowodzie twierdzenia Gaussa-Markowa nie korzystamy zatoz
2.24 0 normalnéci rozktadue. Wynika z tego, ze estymatdf N K jest najlepszym liniowym i
nieobciazonym estymatorem takze ellgochodzacych z innych rozktadw.



Literatura: Steward {9917) str. 43, Green997) str. 257-261, Chowl(995 str. 60, Goldberger
(1972 str. 217-219, Theil1979 str. 138.

2.7. Estymator nieobciazony o minimalnej wariancji dla KMRL
Zalozmy, ze= ~ N (0,0°1) , wtedyy ~ N (X3,0%I)

P (1 XBT) = (250%) " oxp |~ (v~ XB) (v — X)]

Sprébujmy znalezminimalna statystke dostatecznapifa(y| X 3,0°1) . lloraz prawdopodobigstw
dla réznychy, i y, ale ustalonychX, 3, o wynosi

PR (y1] XBy0*I)
p%(yﬂXﬁ,UZI)
Zauwazmy, ze
(y — X1 /3)/ (Y1 —X18)=[e1 + X (by — 5)]/ [er + X (b1 — B)]
=eler + (b — B) X'X (b, — B)
=ele; + b1 X' Xb; +2b1 XB+ B/ X' X

—oxp {0z (0= XB) XX (5, -X5) - (v~ X0) XX (v~ X5 |

a wiec
prji/ (y1| XﬁaU2I)
pTIi/ (y2| Xﬁ’UQI)
z czego wnioskujemy, ze minimalna statystyka dostateczngidlay| X 8,0%I) sabi €’e.

PoniewaZzb jest estymatorem nieobciazonym i jest funkcja minimalnej statystyki dostateczr
wiec tym samym musi bByestymatorem nieobciazonym o minimanej wariancji (ENMW).

=exp {ele; — ehes + b1 X' X by — by X' Xb, + 2 (b —by) X8}



2.8. Estymator kombinacji liniowej parametrow

Whiosek 2.29 (z twierdzenia Gaussa-Markowa) Najlepszym liniowym i nieobciazonym estyn

torem M N K kombinacji liniowej3 o postacié’3 jest esymatos’db. Nieobciazonym estymatorem

warianciji tego estymatora, rownefd’ (X' X) s, jest estymatog? &’ (X’X)71 6

Dowad.
E(0'b—-6'8)=0"E(b-B)=0
Var (6'b) = E (6'b— 8'8) (8'b—&'8)’
=E[0'(6-B)(b-B)'0] =IE®b-B)(b-p)d
— 0% (X'X)7'6

Var (6'Cy) =E [6' (Cy — 8) (Cy - B)'4]
= 0% (X'X) ' 6+ 0%6'D'Dé > 026 (X'X) " & = Var (8')
]
Whiosek 2.30 Najlepszym liniowym i nieobciazonym estymatofgnto jesti-tego elementu wek-
tora 3 jestb;. Nieobciazonym estymatorem wariancji tego wektora révw?e(jX 'X ) ! jest es-

tymator S;; = s? (X’X)i, gdzie (X’X)Z._i1 oznaczamyi-ty element diagonalny odwrot&oi

macierzyX'X.
Dowdd. Whiosek udowodniamy natychmiast przyjmujac, ze elementy wélkdaradefiniowane
nastepujacos; = { Ldiag=1i
=0 odlaj#i -

Whiosek 2.31 Jesli w momencid’ znamy wartosci jakie przyjmier., to najlepsza liniowa i
nieobciazona prognoza wakoiyr 1 jestyr,1 = x4 1b. Wariancja tej prognozy wynosir , ;o> (X !



o?. Mamy dwa zrodta bted6w prognozy: btedy estymacii i btad losowy. Nieobciazonym estymato
wariancji btedu prognozy jestr | s (X’X)_1 xh, + §°
Dowod. Prognoza jest niebciazona, poniewaz wsrtoczekiwana btedu prognozy ro1 =
Yr+1 — Yr+1 WYNoSiE (ef1741) = E (yr41 — Yr+1) = Tr418 — x4 B. Z kolei wariancja tej
btedu prognozy wynosi:
Var (es,r+1) = E [(yr+1 — Jrs1) Wrr — Gr41)'] = E[@r41 (8 — b) (B — b) a4 ]
+2E [:BTJrl (,3 — b) Et+1] +E [E?JFJ
—zr0? (X'X)7
przy czym skorzystadimy z tego, ze btad estymagji — b zalezye a poniewaz i e, sa nieza-
lezne wigcE [(8 — b)et+1] = 0. m
Literatura: Goldberger {972 str. 222-227, Theil{979 str. 139-142.

I 2
$T+1+O—

2.9. Przeksztatcenia zmiennych M N K

Metoda Najmniejszych Kwadratow stosowana jest do estymacji modeli liniowych. Jedna z is
nych kwestii, ktéra powinisimy rozwazg jest, pytanie co wkciwie rozumiemy przez model lin-
iowy. Okazuje sie, ze wiele z modeli nieliniowych mozna przeksztatoipostaci modelu liniowego
wzgledem przeksztalconych zmiennych.

Definicja 2.32 Modely; = f (x;, 8) mozna sprowadzit do modelu liniowego wzgledem przekszte
conych zmiennych§ istnieja takie funkcjg (x;, 0) , h (x;,0) 1 3(0), ze

glf(x;,0)]=B0)h(x;) dlai=1,...,N
i funkcja3 (0) jest wzajemnie jednoznaczna.
Omowimy teraz najwazniejsze modele, ktére mozna sprowattzliniowasci.



e Model logarytmiczno-liniowy
Model logarytmiczno liniowy ma nastepujaca forme

Y, = AXP XD X P
Logarytmujac obie strony uzyskujemy
InY;=mA+8.InX; +InGXo; +... +InBr Xp; +¢;
dla przeksztatconych zmiennygh = InY;, 21, = In (X1;),22; = In (X9;) ..., 2k = In (Xk)

oraz przeksztatconego paramefiu= In A uzyskujemy model liniowy wzgledem przeksztatconych
parametrow:

yi = Bo + B1x1i + Borai + ..+ BrTri + &
Wazna dla interpretacji modelu logarytmiczno liniowego cecha jest fakt, ze parametry w tym moc
moga by interpretowane jako elastyczm. Dla uproszczenia oznaczrily = E (Y;| X ;).

IE(Yi|X;) oY, 5 o N oT
8Xsi B 8st *ﬁsAXlz st sz 75@)(781

g N f Y dY [dX,
° ast Xsi B 17‘ Xsi

W przypadku modelu logarytmiczno liniowego elastycgcica wiec state i rowne wspotczynnikom
przy zmiennych niezaleznych. Wynik ten mozna uzygskegprostszy sposob, korzystajac z tego, ze

oY 9y dlmY (dlmX\~' 9V X dY /dX (2.14)
olnX ~ 0X 90X \ 0X '

XY Y
Wynika z niego, ze istotnie §i model jest staje sie liniowy po przeksztatceniu zmiennych na icl
logarytmy, to elastyczrizi musza b§ state.



W modelu logarytmiczno normalnym szacowanym dla szeregéw czasowych czesto pojawic
takze trend. W takim przypadku model ma nagzgj posta:

= AXDI XD X ket
a wiec po przekstatceniu
yr = Po + Brx1e + Bowor + ... + BpTre + Yt + &4
W takim przypadkuy mozna interpretow@ jakoSredni procentowy wzrogt, w jednostce czasu:

37
a S =B (AXGXG L Xfrere) =Y,

SLYEN.H

Model logarytmiczno liniowy jest szczegdlnie przydatny do szacowania zaéegzne przypadku
ktérych mozna sadgj ze elastyczriri zmiennej zaleznej wzgledem zmiennych niezaleznych pc
zostaja w przyblizeniu state w zakresie wiedkbzmiennych, ktére znalazly sie w naszej probie.

e Model semilogarytmiczny
Model powstaje po przeksztatceniu modelu

Y = 651I1t+ﬁ2$2t+...+ﬁkﬂ?kt+’7t+5i

do modelu
Iny, = frx1e + Boxor + ...+ Brxpe + 7t + &5



Model jest czesto uzywany w przypadku modelowania wzrostu. Podobnie jak w modelu loga
miczno liniowym~ mozna interpretow@jako Sredni procentowy wzrogf,. Analogicznie

gft — B,E (eﬁlxlt“rﬂzIzt‘F‘u‘f’ﬁkmkt“’"\/t‘i’ei) = B4y
st

oye /. dy
b= o 5= 2 o
Tst Yt

a wiec 3, mozna interpretow@jako wspoétczynnik, ktéry méwi o ile procentowo wariey; jesli
Zs¢ WZrosnie o jednostke.

e Model z interakcjami

Model liniowy w swojej najprostrzej postaci moze okazae niewystarczajacy $é sita oddziaty-
wania jednej zmiennej zalezy od innych zmiennych. Na przyktad w modeluswigimcym wielk&t
wydatkéw konsumpcyjnych reakcja popytu na zmiang cen zalezy nie tylko od cen danego dobr:
i od wielkaSci spozycia i cen dla innych débr. Po to by uwzgl@&dwi modelu tego typu efekty
mozemy do modelu wprowadzpoza zmiennymi takze ich iloczyny:

K r
Yi = P+ ..+ Beri + Z Z’Yrsxrl‘i +é&

r=1s=1
Wielkost reakcjiy; nax; dane jest wzorem

Oy

0. = B + 27711'77

r=1

i jest zalezna od wiell&ci pozostatych zmiennych niezaleznych. Model z interakcjami mozetstuz)
do przyblizenia nieliniowej miedzy zmiennymi. Jak wiemy z twierdzenia Tayl@, (kazda
dwukrotnie r6zniczkowalna funkcje mozna przyblizza pomoca funkcji kwadratowej.



e Model translogarytmiczny

Specjalnym typem modelu z interakcjami jest model translogarytmiczny, ktéry jest modelem lo
rytmiczno liniowym z dodanymi interakcjami:

Ai?il%z . x,ﬁ exp (ZZVN Inz,; lnx%> &i

r=1s=1

K r
Iny, =pFiIlnzy + ... 4 B Inxy + ZZ%S Inz,;Inzg +¢;
r=1s=1

W przeciwighstwie do modelu logarytmiczno liniowego w modelu translogarytmicznym, elast
czndsci nie sa state
Olny;
Olnzg;

K

= ﬁs + Z Trs In Lrq
r=1

e Model logistyczny

Model logistyczny stosuje sie do opisu zjawisk, ktdre charakteryzuja sie szybkim niskim wzrost
dla matych wartéci zmiennej zaleznej, szybkim dla §rednich jej wartéci i znowu niskim dla
wysokich wart&ci zmiennej. Dla opisu tego typu zale&eonadaje sie funkcje logistyczna postaci

1
1@ =1
Funkcjaf (z) jest zawsze dodatnia. Jej pochodna
ok
£ ()= —

(14 e=Be)?



jest awsze dodatnia i ponadim,_, ., = lim,_,, = 0. Wykres tego rodzaju funkcji znajduje sige
na rysunku %)

Rysunek 5Krzywa logistyczna

Model ekonometryczny ktory zawiera wiecej niz jedna zmienna i w ktérym uwzglednian
wptyw zaburzé losowych wygladéa bedzie nasteujaco:
B 1
Y; = W
Po przeksztatceniu
ﬂ — ¢ TiB—es
Yi



i zlogarytmowaniu stronami, uzyskujemy model liniowy wzgledem przeksztatconych zmiennych

Yt
*:l
Yt nl—yt

=x; B—¢;

e Model przedziatami liniowy
W niektdrych przypadkach okazuje sig, ze najtatwiej przyli@liggt nieliniowa zalezrit za pomoca
funkcji, ktdra jest przedziatami liniowa

ai + frx; dla x; < xf
ag + fox; dla 27 <z; <z
Yi = : :
as + Bsx; dla x; >k
Najczeciej chcemy jednak, by fukcja ta byla takze funkcja ciagta. Z tego powodu najczesc
uzywanym forma takiego modelu jest:
a+ Brx; dla z; <zj
a+ pa] + B (x; — x7) dla =z} <z; < a3
Yi = . .

a+ P+ 351 B (o — 2t y) + Bz dla @y > @)
Przyktadowy dopasowanie tego typu funkcji do pewnej nieliniowej funkcji regresji pokazane je

na rysunku §). Z reguty liczbyz7, ..., z% nazywane weztami, sa ustalane arbitralnie i moga by
traktowane jako nielosowe. Slezdefiniujemy teraz zmienne zerojedynkdwle = I (z; > x7)

Y =a+ frx; + Zﬁjdj (.131 — a’:;)

j=2

2Zmienne zerojedynkowe omawiamy szczeg6towo w podrozd2idle



Rysunek 6:Regresja odcinkami liniowa

Taka forma modelu na przeksztalconych zmiennych jest wygodniejsza do estymacji, poniewaz
tomatycznie uwzglednia ograniczenia wynikajace z zatozonej Gagtonkcji.
e Przeksztalcenie Boxa-Coxa

Jednym z cZgciej stosowanych w ekonometrii przeksztateeniennych jest przeksztatcenie Boxa-
Coxa:

=1
T

i =g (2,)) =



Glowna teortyczna zaleta tego przeksztalcenia jest tg,(zel) = x alimy_; g (z,A) = lnz. W
rezultacie model postaci

yz()\) = ﬁll'g)\) + ...+ ﬁlacg)‘) +&;
sprowadza sie do modelu liniowego dla= 1 a do modelu logarytmiczno liniowego dla= 1.

Model ten ma postamodelu liniowego dla dowolnego znanegoJesli jednak)\ jest nieznane, to
model ten jest modelem nieliniowym.

2.10. Regresory zero-jedynkowe

Regresory zero-jedynkowe sa to zmienne egzogeniczne, ktére opisuja zjawiska w kategor&ch e
ciowych a nie il&ciowych.

Przyktad 2.33 Typowa zmienna zero-jedynkowa jest zmienna oznaczajaca pte€ respondenta:

{ 0 kobieta

x . = .
i 1 mezczyzna

S 1 kobieta
' 1 0 mezczyzna
Tak wiec prostym modelu uzalezniajacym wzrost respondenta od jego pici
Yi = Bo%ai + BoTgi +&i

PoniewaZzE (y;|zg; =1) = fg x 1 + B¢ x 0+ E(e;) = g, wigc fs okreSla wartose
oczekiwana wzrostu mezczyznyakobiety. Hipoteze, ze oczekiwany wzrost mezczyzn jest rézny
oczekiwanego wzrostu kobiety mozna sformutowac j&ko Sy # 3. Przy innym zdefiniowaniu
zmiennych hipoteza ma nieco prostsza forme. Zauwazmy, ze

Yi = Bo (Id,i + 179,1‘) + (59 - 50') Tgitei = Po+ BZSIQJ +&;



poniewaz z definicjiy ; + 4 ; = 1, gdzie
By =By — f-
Hipoteze o réwnym oczekiwanym w&nte mozna teraz zdefiniowac jako hipotézg: 35 = 0
i przetestowat za pomoca statystykiW tak zdefiniowanym modelﬁ* ma mterpretaCje réznicy

miedzy oczekiwanym wzrostem kobiet i oczekiwana wartoscia zmlennej bazowej, ktora jest w
mezczyzn.

Nasze wnioski mozna uogomina przypadek, w ktérym zmienna jéiciowa moze przyja
wiecej mozliwych pozioméw. Zaldézmy, ze zmienma moze przyjmowa jeden zS mozliwych
pozioméwz; € {1,2,...5}. Wtedy mozemy zdefiniowas zmiennych zero- jedynkowych, takich
ze

1 z4;,=s .
Tsi= {0 1“#5 da s=1,2,...5,

gdzie} "=V z,, = 1dlai = 1,2,...n. Model ma teraz posta

s
Yi = 2y + 23:1 Ts,iBs + €,

gdzie z; zawiera inne zmienne istotne dla zachowania modelu przy czymie moze zawier@

statej. J6li przedefiniujemy zmienne w podobny sposéb co poprzednio przyjmujac pewien pozit

k za bazowy, to model bedzie miat posta

s
yi =2y + Br + Y weiffl & (2.15)
7

gdzie 5 = [, — [ interpretujemy jako réznice miedzy wastma oczekiwang; jesli z; = s a
wartcscia oczekiwang; gdy x; = k. Na koniec zauwazmy, ze model, wystepuja zmienne zerc



jedynkowe nie moze zawietgednoczénie wszystkich pozioméw zmiennej i stalej. Sliesfor-
mutowalibysmy model

Yi = 2ziY +a+ Zil Ts,iBs + €
to miedzy wektorem jedynek zwiazanym ze stata i zmiennymi zero-jedynkowymi wystapitaby dol
wspdliniowdst, poniewazy ., z,; = 1. W rezultacie, kiedy rozbijamy zmienna jéi@owa na
zmienne zero-jedynkowe to albo mamy w modelu osobna zmienna dla kazdego poziomu i wi
w modelu nie moze Hystalej, albo jeden z pozioméw wybieramy jako bazowy, i wtedy dla teg
poziomu nie ma zmiennej zero-jedynkowej ale w modelu jest stata.

Specyficznym przykladem zmiennych zero-jedynkowych sa zmienne sezonowe. Tworzym
gdy w szeregu czasowym wystepuje zal&nmiedzy zachowaniem pora roku a poziomem zmi-
ennej obj&nianej (n.p. w przypadku wydatkéw konsumpcyjne wiadomo, ze s&reumio wyzsze
w grudniu niz w pozostalych miesiacach). Pora roku mozedpisana zmienna jakoiowa, ktorej
ilos¢ poziomoOw zaleze bedzie od czestotliveei obserwacji. Przyktadowo dla danych kwartal-
nych S = 1, gdzie np.z4,; = 1 0znacza, ze obserwacjalotyczy pierwszego kwartatu. Sposéb
postepowania z tymi zmiennymi jest identyczny jak w przypadku standardowych zmiennych ze
jedynkowych.

Literatura: Steward {991 str. 97-101, Greenl@97) str. 379-390, Goldberge 972 str.
290-294.

e Analiza wariancji (ANOVA)

Analiza warinacji Ananalysof Variance) ma za zadanie rozstrzygniecie pytania, czy dzielac prot
na klasy mozemy wyfgnic cz&t zmienngci obserwacji. Modele ANOVA mozna traktotvgako
szczegolny przypadek modelu liniowego, w ktérym wystepujace zerojedynkowe zmiengriabja
jace mozna interpretogako definiujace podziat populacji na klasy. Klasyfikacje taka bedziem



uwaz& za poprawna fdi obserwacje wewnatrz klas (grup) sa do siebie podobne i r6znia sig istotr
od obserwacji w innych klasach.

Przyktad 2.34 Naszym zadaniem jest wyjaSnienie nieréwnosci dochodéw pracowniczych. Je
z mozliwych hipotez jest, ze wazna przyczyna nierownosci dochodow jest zr6znicowanie poz
wyksztatcenia miedzy pracownikami. Jesli dochody oséb od tym samym wyksztatceniu (np wyz:
sa do siebie podobne i réznia sig istotnie od dochoddw 0s6b o innych poziomach wyksztatceni
niepetnym podstawowym l@pednim) to klasyfikacja ta mozemy uwazac za poprawna.

Zajmiemy sie tutaj najprostrzym przypadkiem, kiedy analizujemy zachowanie jednej zmienr
W tej sytuacji podobiestwo obserwacji wewnarz i miedzy klasami mozna analizoamalizujac
odchylenia obserwacji na tej zmiennej éckdniej.Zatdzmy, ze mami( klas i wewnatrz kazdej
klasy j mamyn; obserwacji. Catkowita ilsc obserwacji wynosi = Zf: 1 nj. Obserwacjg-ta w
j-tej klasie bedziemy oznaoczgakoy;,;. Oznaczmy jako

® Joo =010 SO yy; Srednia w populacii

o Jo; =n; ' 12, yij; Srednia w Klasie

Calkowita zmienn&t obserwaciji w populacji definijemy jako sume kwadratow oddmydmi-
ennej odsredniej w populacji. Zauwazmy, ze

K nj K nj

K
DD iy = Taa)® = Dy By~ Taa) + DD (g~ Tay)” (2.16)

j=1i=1 j=11i=1

Catkowita zmienn&t Zmienndt miedzygrupowa — Zmienndt wewnatrzgrupowa



Dowdd.

3
<
3
<

K K )
Z (yl_] - yoo)Q = Z [(yo] _@--) + (yl] _@.]):I
Jj=11i=1 j=11:=1
K K nj 2
=S "0 @~ Ted) DD (i — Tay)
j=1 j =1
K nj
=+ Z (yoj - goo) (yij - yoj)
j=1i=1
ale
K nj K n;
Z Z y.j yuu y’L] - yo]) = Z (yu] - yoo) Z (y’bj - yo]) =0
j=0i=1 §=0 i=1

poniewazy | (yij — Yoj) = NiYej — NjTYs; = 0. W

Klasyfikacja obserwacji bedzie ttumadzgmienn&t obserwacji j6li istotna cz&6€ zmiennéci
catkowitej bedzie wyjaniona przez zmien$o miedzygrupowa. Po to, by ustalkiedy istotna
statystycznie c&€ zmienndci wyjasniona jest za pomoca klasyfikacji nalezy sformutowzodel
statystyczny, ktéry wyijsnia w jaki spos6b generowane sa obserwacje. Zatdzmy, ze w giupie
obserwacja generowana w nastepujacy sposob

y” :ﬁj"_&_ijv ]: 1,...7K
gdziee;; ~ N (0,02). Zauwazmy, ze w tym miejscu robimy arbitralne zalozenie, ze warianc]
btedu losowego wewnatrz réznych grup jest taka samawiétle tego co powiedziano wcadej
model ten mozna zapisaakze jako model liniowy ze zmienymi zerojedynkowymi;

K .
yi = Bjwitei, i=1,...,n



przy czymz; = 1, gdy obserwacja nalezy doj-tej klasy ax; = 0 dla pozostalych przypad-
kow. Przy takim zapisie wida ze wzoér .16 jest szczegdlnym przypadkiem wzor.%) przy
czymT'SS jest réwne catkowitej zmienrszi £.S.S zmienndci miedzygrupowej &5S zmienndgci
wewnatrzgrupowej. B klasysfikacji nie ma zadnej mocy oBjasiajacej to prawdziwa jest hipoteza
Hy: 06y =...= Pk lubprz zapisie2.19 Hy : 5y = ... = 68; = ... = Bx = 0, gdziei # k.
Hipoteze ta mozna przetestobvaa pomoca statystyki sformutowanej we wniogkliQ

Analiza wariancji ulega znacznemu skomplikowanisiij&lasyfikacja dokonywana jest wedtug
wiecej niz jednego kryterium. Nalezy wtedy przeanalizowsgptyw nie tylko kazdego z grupoviia
z osobna ale takze interakcje miedzy grupowaniami.
Przyktad 2.35 Po to, by wyjasni¢ zréznicownie dochodéw bierzemy pod uwage nie tylko wy
sztatcenie pracownikéw jak w przykltadZie34 ale takze ich pte€. W przypadku, kiedy miedzy
grupowaniami moga wystepowac interakcje powsnmy zdefiniowa¢ osobna zmienna zerojedynkov
dla kazdej kombincji charakterystyk. W ponizszej tabeli pokazano jak mozna zakodowact zmier
omawianym przyktadzie.

podstawowe]| Srednie| wyzsze]|
214 234 Z5i kobieta
29 244 26i szCZyZna

Przy takim kodowaniu model bedzie miat postat

Yi = Pr21i + Pozo; + Bazai + Bazai + Bszsi + Bezei + € (2.17)

Hipteze o tym, ze miedzy wplywem wyksztalcenia i pici nie zachodza interakcje, to dodatk
dochdéd wynikajacy z uzyskania lepszego wyksztatcenia bedzie taki sam dla kobiet i mezczyzn. F
o braku interakcji miedzy efektem dochodowym ptcii wyksztatcenia mozna sformutowac jako hip
zlozona postaci:
Hy - { fr—Ps=P2— P
B3 — Bs = Bs — B



Oznacza ona, ze Srednia r6znica miedzy zarobkami kobiety o wyksztalceniu podstawowym i kc
o wyksztatcenigrednim powinna byt taka sama, jak r6znica miedzy Srednimi zarobkami mezczy
o wyksztatceniu podstawowym i mezczyzny o wyksztatéesdmim oraz podobnie w przypadku
réznic miedzy dochodami oséb o wyksztalc&nadnim i wyzszym. Jesli jest to prawda to méwimy
ze wplyw pici i wyksztalcenia na zarobki jest addytywny.

Przypadek wystepowania interakcji mozna przeanalizowac takze w kontekscie wczesniej
rozwazah na temat modelow z interakcjami. JeSli zdefiniujemy tak jak wczeSniej zmignne
T 4, Oraz zmienne p;, rsi, Tw, 0znaczajace, ze respondent uzyskat odpowiednio wyksztatce
podstawowesrednie i wyzsze, to réwnowazny do poprzedniej formy modelu z interakcjami bec
model postaci

Yi = B1+ Boto,i + Bsrsi + Pwaw, + BostsiTa,i + BewTwiTs i (2.18)
a poprzednio sformutowana hipoteza bedzie miata teraz postac
Br=0
Hy :

przy czym interpretacja wspoétczynnikdw jest nastepujg@a:oznacza Sredni dochod kobiety o
wyksztalceniu podstawowym (poziom bazoy)jest r6znica miedzy tym dochodem a dochoden
mezczyny o wyksztatceniu podatwowyimjest réznica miedzy dochodem bazowysrednim do-
chodem kobiety o wyksztatcersirednim, 3y jest jest analogiczna réznica w przypadku kobiety o
wyksztalceniu wyzszym, zags i Sy Sa roznicami miedzy przyrostami dochodu zwiazanymi z
zdobyciem danego poziomu wyksztatcenia miedzy kobietami i mezszyznami.

Poza zerojedynkowymi zmiennymi oBpiajacymi w modelach takich moga wystepaviaz
zmienne ciagte.
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