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4. Problemy zwigzane z danymi

Jednym z niezmiernie waznych etapoéw badania ekonometrycznego jest werifikacja p&iawno
jakasci danych. Bardzo czesto btedne wyniki badania ekonometrycznego sa skutkiem niewiel
liczby btednych obserwacji. Waznym etapem badania ekonometrycznego jest wiec weryfik:
danych pod katem ich poprawéa i logicznej spojnéci. W danych pojawia sie tez moga ni-
etypowe obserwacje, ktére silnie wplywaja na wynik badania a sa efektem zjawisk wykraczac
poza te, ktére chcemy wygaic naszym modelem. Czesto ten wstepny etap badania statys
cznego polegajacy na weryfikacji i czyszczeniu bazy danych nalezy do najbardziej pracochtonr
a réwnoczénie najwazniejszych dla uzyskania sensownych wynikow.

Wiasndci zbioru danych moga takze spowod@traidndci w identyfikaciji wptywu poszczegol-
nych zmiennych obfniajacych na analizowana zmienna &pjana. Dzieje sie tak wtedy, gdy
zmienne objaniajace sa silnie skorelowane. Powiedzmygze z, rosna "naogot’ razem. 3é
réwnoczé&nie réniey, to pojawia sie pytanie, czy wzrogtjest zwiazany ze wzrostem;, czy
tez zo. W przypadku silnej korelacjic; i z2 udzielenie dpowiedzi na tak postawione pytanie
moze okazasie bardzo trudne. Taka silna korelacje mizy zmiennymi nazywamy wspotisicigo
Czesto niewiele mozna zrdbby rozwiazé& problemy wynikajace ze wspdétiniosa zmiennych,
niemniej samo wykrycie wystepowania wspétinidseojest wazne dla interpretacji wynikow bada-
nia.

Rozwazania w tym rozdziale beda miaty z koniecarianiaty charakter nieformalny, poniewaz
naogot nie da sie sformutowdormalnego modelu, ktéry mégtby poshézgio statystycznej analizy
probleméw zwiazanych z niedoskonséia zbioru danych. Podane reguty maja charakter zdroworo
kowy, lub tez sa "ogdInie przyjeta praktyka”.



4.1. Obserwacje nietypowe - statystyki diagnostyczne

Badajac dane pod katem istnienia w nich obserwacji btednych lub nietypowych pémiynazczegoina
uwage zwraca na obserwacje, ktére w silny sposéb wptywaja na wynik estymaciji. W celu wyc
drebnienia tego typu obserwaciji zaproponowano kilka statystyk. Jedna z takich kluczowych tal
statystyk jestizwigniazdefiniowana jako:

hi = (Px),, = 6,Px8; = & X (X'X) ' X'6, = a; (X'X) ' |

Statystyka ta postuzy nam do zdefiniowania kilku innych fatwiej intepretowalnych statystyk. Z
jmiemy sie najpierw wiasrciamih;. Z formy macierzyP x wynika, ze

S hi=tr(Px) =tr [X (x'x)"" X’} —trly =k
i=1
h; jest forme kwadratowa:
hy = 8;CAC'S; = o’ Aax > 0
gdziea = C’4; i o’ Aa > 0 poniewazP x nieujemnie okrélona. Skoro
ada=46CC's =0586=1

wiec
n n
[Aal* =Y Aa? <> af =l =1
=1 i=1

poniewaz dla macierzy idempotentngj= 1 lub \; = 0. Wynika z tego, zé:; musi spehia:
0<h; <1



Jesli w modelu jest stata wtedy 2.(2 wynika, ze Px mozna zdekomponowaw nastepujacy
sposob

hi =0;Pxd; =6, [Px-+P;]d; = 8;Px-; + 1 (4.1)
n

gdzie Px - jest macierza rzutéw dIX * zawierajacego odchylenia kolumn macietXyod swoich
Srednich, aP; macierza rzutéw dla wektora jedynékPoniewazP x - jest nieujemnie okigone,
wiec §, P x+6&; > 0w tym waznym przypadku

1
—<h <1
n

Dzwignia jest w gruncie rzeczy miara nietypasedobserwacji. Mozna to tatwiej zrozungierprowadza
jac pojecieodlegldsci Mahalanobisalla obserwacii

MD? = (2; — @) 55 (2; — @) = 6Px-6;

gdzieXy = - 3" | (x; — %) (z; — %) Odlegtdt Mahalanobisa jest mierzy odchylenig
od jegosredniej, zwazone przez empiryczna macierz wariancji kowariancig rownania §.1)
wynika, ze

h; = LMD? + S

n—1 n
Dzwignia jest wiec miara, na ktéra wplywa nietypds@odanej obserwacji oraz wielko proby.
Poniewaz dla duzych prob pojetlyze obserwacje maja mniejsze znaczenie dfe&avego wyniku
estymacji wiec dzwignia dla poszczegolnych obserwacji w takich prébach bedzie mniejsza. Li
atura przedmiotu sugeruje, ze blizszemu zbadaniu nalezy padd@rwacije, dla ktérych; > % i
takie, dla ktérychM D; > x7_; ¢ o5-
Pierwsza statystyka jaka zdefiniujemy przy pomocy dzwigni sa wystandaryzowane reszty:
~ €

“= V/Var (e;)



Wariancjee; liczymy w nastepujacy sposob

Var (e) = Var (M xe) = M x (Io?) Mx = oM x

Var (e;) = Var (8je) = 0?8;M x6; = 0 (1 - 8;Px6;) = 0> (1 — hy)
a wiec

o~ €

@ = g/ 1-— hl‘
zwykle zastepujemy przez estymatod rowny | /s?;), gdzie s(; iest estymatorems? wyesty-
mowanym na podstawie wszystkich obserwacji poza obserwaga W literaturze przedmiotu
sugeruje sig, ze te obserwacije, dla ktorjich > 2 wymagaja blizszego zbadania.

Jednym z mozliwych sposobow wykrycia obserwacji nietypowych jest zwrocenie uwagi
te obserwacje, ktére istotnie wptywaja na wyestymowana macierz wariancji kowariancji weki
losowego. Po to by stworzysyntetyczna miare zmiany macierzy warincji kowariancji na skutel
dodania obserwacji mozemy uzg¢ wyznacznika tej macierzy. WM N K estymator macierzy

. .. . . 2 , -1 . .
wariancji kowariancjib jest dany wzorenf = s (X X ) . Zaproponowano nastepujaca miare
wplywu i-tej obserwacji na wyestymowana macierz warinacji kowarianciji:
det (5(7))

det (S)
gdzieS ;) jest estymatorens policzony na podstawie wszystkich obserwacji poza obserwega

Literatura przedmiotu sugeruje, ze nalezy zwtdchage na obserwacje, dla ktéry‘«ihOVRATI Oy —
3p
N

COVRATIO, =

Jak juz wczéniej wspomnieBmy, najbardziej interesujace sa dla nas te obserwacje, ktére ist
nie wptywaja na wynik estymacji. Wplyw na wynik estymacji obserwaajioze by mierzony zmi-
ana wielk&ci estymatora po usunigeciu tej obserwaciji z préby albo tez zmiana wigtkavartdsci
dopasowanychy po usunigciu tej obserwacji. Wyprowadzimy teraz wzoér na obie te statystyki



przekonamy sie, ze w obu przypadkach wazny wptyw na ich &ikeywiera wiénie h;. Oz-
naczmy jakoy ), X (;), u(;) macierze danych i reszt, z ktdrych usunigto obserwacjg kolei
b bedzie oznaczat estymatdf N K parametry3 uzyskany na podstawie proby, z ktorej usunigto
obserwacjg. Mamy wiec nastepujace réwnanie:

Yo = X baytue (4.2)
Rozwazmy teraz nastepujace rOwananie regresji, w ktérym zavrat@bserwacje i dodatkowo
zmienna zerojedynkowa przyjmujaca wata jedynie dla obserwaci
[ Yei) } _ [ X@ 0 ] [ b } N { € } (4.3)
i z, 1 o e;

Z wtasndaci hiperptaszczyzny regresji wiemy, ze kolumny macierzy danych muszartygonalne
do reszt:

/ * * / *
Xie +zie; = Xpep =0
e; =0
Whynika z tego, ze resztata resztae! w tej regresji jest rébwna zeru. Co wiecej poniewaz uktad
réwnan normalnycthi)e’(*Z.) = 0 jest identyczny do tego dla regresjl.p), wiec estymator3

uzyskany z regresji4(3J) jest taki sam jak estymator uzyskany z regredjp) b’{i) = b;. Co

/
wigce] jesli zdefiniujemy wektore,, = <e;;f), e;) to X'e* = 01 dle” = 0. Uzyskany wynik
Swiadczy o tym, ze wprowadzajac zmienna zerojedynkowa wyeliminsmglivptyw obserwacji
na wynik regresji. Wspétczynnik stojacy przy tej zmiennej mozna zinterpret@ezauwazajac, ze
poniewaz
e; =0=y; —x;by) —
a wiecq, jest rowna btedowi dopasowania dkej obserwacji jéli nie zostata ona uzyta w regres;ji:

up = y; — Tiby) = a



Przeanalizujmy teraz réznice miedzy wynikami uzyskanymi z regresji na catej probie:

y=Xb+e
i regresji, w ktérej zawarto zmienna zero jedynkowa dla obserwacji
et —e= (y — Xby - 5,;&) —(y—Xb)=X (b—by) — 0 (4.4)

MnoZzac obie strony tego réwnania prZeX’ X)) ~! X i wykorzystujac wiasnéci hiperptaszczyzny
regresji otrzymujemy:
(X'X)' X' (e —e)=0=(X'X)"' X'X (b—by) - (X'X) X'd;a
W rezultacie réznica miedzy estymatoréiV K parametry3 dla petnej proby i préby z usunieta
obserwacja-wynosi:
b—by = (X'X) X'8,a (4.5)
Mnozac obie strony réwnanid () i wykorzystujac, to zeVl x X = 0 otrzymujemy:
MX (6* — e) = MX [X (b — b(z)) — 5,‘0&} = —Mxéia
Po przemnozeniu obu stron prz&zi wykorzystaniu faktu, zé'e* = 0 oraz definicjih; mamy:
€; = —(5;Mxtsi04 = —5; (I — Px) 5i& = (1 — ht) a,
co pozwala policz§ nam paramei :

—
Wstawiajac uzyskany wynik do réwnanié §) otrzymujemy wreszcie Kecowy wynik:
b— by = —-— (X'X) ' X] (4.6)

1—h;



Im wieksza dzwignia tym wiekszy wptyw,; na wielk&t estymatora parametfd Wazna jest takze
wielko& reszty dla obserwacji Szczegélna uwage powirsmy zwracé na stabo dopasowane ob-
serwacje o duzej dzwigni. Wz6# (6) bedzie wskazywat na istotny wptyw obserwacjia wyniki
estymaciji j&li roznica miedzy elemantardii b ;) znacznie przekroczy wiellsd odchylenia standar-
dowego dla tych elementéviatwiej bedzie nam wykig/takie obserwacje standaryzujac elementy
wektora roznic przez odchylenia standardowe elemerttoWV ten sposob uzyskamy statystyke
DFBETAS:
’ -1 N -1
DFBETASy; — 2200 _ ¢ 5 (X'X) " Xi & g (X'X) X;
Var (bg) 1—nh; O’\/(X/X);,l V1I—h; \/(X/X);l

W literaturze przedmiotu podaje sig, ze warte zbadania sa obserwacje, dla I*IZBWBETAS,C@ \ >
2

VN

R6znica miedzy warfecia dopasowang policzona na podstawie petnej préby i wato dopa-
sowangj; uzyskana z uzyciem estymatora policzonego dla proby z usunigta obserwacjasi:

h;
1—h;
Aby ocent wielkost tego odchylenia lepiej postuzsie jego wielk&cia wystandaryzowana przez
dochylenie standardowig rowne/Var (y;). Poniewaz

Var () = Var (Xb) = 0°X (X'X) ™' X' = 0Py,

wiec Var (y;) = Var (8;y) = 6;Px6; = o2h;. Wystandaryzowna miara oznaczana jest jake
DFITS i ma post&

Yi — Yy = Tib — ;b = %wz (X/X)71 x;=¢;

~ ~ h;
Yi —Yu) CiT R,  ~ h;
DFITS,; = - -
O WNar@)  Vorh, = h,




W literaturze mozna znalézsugestie, ze warte zbadania sa obserwacije, dla ktGchTS >

2./ &£
N
Dla catego wektora warfei dopasowanych analogiczna réznica jest rowna:
~ o~ € -1

Mozemy teraz stwor#ystatystyke, ktéra odzwierciedidbedzie catkowity wptyw obserwacjina
wartcsci dopasowane:

e2

~ ~ \/~ - 5 -1 -1
(1—hy)?

Jesli znormalizujemy tak uzyskany wynik przez?2 to uzyskamy tak zwanadlegtést Cookadla
obserwacijii

/
(§_§z><@_§z) 2h. 2 h
oD, = (@) 2 (@) _ eih; 2:& v
po pa? (1 —hy) pl—h

Literatura przedmiotu sugeruje, ze naog6t nalezy zbaelmbserwacje, dla ktoryai D; > 0.5
a zawsze nalezy zwr@cuwage na te, dla ktéryai D; > 1.

4.2. Obserwacje nietypowe - analiza graficzna

Analiza graficzna wynikéw regresji nalezy do najwazniejszych narzedzi diagnostycznych. Za
pomaoca najtatwiej wykr§ nietypowe obserwacije oraz inne problemy zwiazane z danymi.



4.3. Doktadna wspotiniowdt

Doktadna wspotiniow&t pojawia sie, gdy kolumny macierz¥ sa liniowo zalezne. W takim przy-
padkuRank (X) < K + 1 a macierzX'X jest macierza osobliwa. Jej odwrdcenie jest niewykon:
alne a tym samym niemozliwe jest policzenie estymatuf&/ K postacib = (X’X)71 X'y.
Problem z policzeniem estymatold N K bierza z niemozréxciaidentyfikacjielementéw wektora

b. Powiedzmy, ze mamy model

Yo = Bo + Brixii + ...+ Brrri + &

i 1,21,...,2x sa liniowo zalezne, co oznacza, ze istni@j@, a1, ...,ax) # 0 takie, zeay +
o171+ ...+ axzi; = 0dlakazdega = 1... N. Analizowany model mozna wiec przeksztétci
do réwnowaznego model:

Y = (Bo+ Prvii + ... + Prrri + &) + (o + 1@y + ...+ 02T k)
=Bo+ao)+ (Br+ar)zi+ ...+ (Bx +ak) Tk + &
=% +7%1+ ... FVKTK T &
i Bo # 0,01 #M,---Bx # YK J&Sli jednak dwa modele o réznych parametrach sa rownowazr
to nie ma najmniejszej szansy na zidentyfikowanie, ktory z nich jest prawdziwym modelem!

problemem identyfikacji w ogélniejszym konfadie zetkniemy sie przy okazji analizowania modeli
wieloréwaniowych.

Przyktad 4.1 Powiedzmy, ze mamy model na logarytmach, ktéryatigawielkos¢ dochodu naro-

dowegoY; wielkdscia wydatkéw na edukacjg,, iloscia ludnosciP, oraz wydatkami na edukacje

per capitaZ;. W trakcie estymacji pojawit sie problem z doktadna wspétliniowoscia. Dlaczego?
Odpowiedz:W modelu tym wystapi wspdlinio&@ poniewain (Z;) = In (%) =In(F;) —

In (P;) . Wynika z tego, ze zmienne dhjgajace w modelln (Z,), In (E;), In (P;) sa liniowo za-

lezne.



Przyklad 4.2 Zat6zmy, ze estymujemy pewien mode2@¢o letnim szeregu czasowym. W modelu
znajduje sie25 zmiennych objeniajacych. Model ten takze spowodowat zalamanie sie programu ¢
estymaciji. Dlaczego?

Odpowiedz: Macierz X ma w tym przypadk@5 kolumn i20 wierszy. Maksymalna liczba
liniowo niezaleznych kolumn wynosi w tym przypagbu Oznacza to, ze kolumny macietXya
tym samym i zmienne w modelu sa liniowo zalezne (wspotiniowe).

Doktadna wspdtliniowét jest wiec spowodowana btednym zdefiniowaniem modelu lub zby
duza, w stosunku do wiellsai proby, liczba zmiennych olfaiajacych.

4.4. Niedoktadna wspétiniow&t

O niedoktadnej wspotiniowsE méwimy, gdy korelacje miedzy zmiennymi enzogenicznymi sc
niezerowe. Jest ona raczej reguta niz wyjatkiem i w przecistiwie do doktadnej wspotiniovéei
jest cecha danych a nie modelu. Powoduje ona podobne problemy co doktadna wspdéiniow
utrudniajac zidentyfikowanie wiellszi parametréw przy zmiennych egzogenicznych.

Podzielmy zmienne na egzogeniczne na dwie grufy:= [X,X>] . Mozemy teraz sfor-
mutowet dwie regresje

y=X1b+e

y=X1b; + Xsbs + €5

NiechM, =1 - X, (X’le)’1 X'}, przy czymM ; jest oczywscie idempotentna. Mnozac
druga regresje przel ; uzyskujemy

My = M X b, + e,



poniewazM X, = 0. PoniewazX'e, = 0 wiec Xje; = 0, Xoe, = 0 tak, zeMe; = es.
Mnozac uzyskane réwnanie prz&z, otrzymujemy

X,oMiy = X4M;X by
co prowadzi do wzoru nby

by = (X,MX,) " X, My,

przy czym zauwazmy, z& = M X, jest rowne resztom z regresk, na X ;. Zamiast liczg
estymatoib, na podstawie petnej regresji, to jest na postawie whotu( X' X)) ' X'y, gdzieb =
( I b’2)' , mozna go policz§ w dwdch krokach. W pierwszym kroku przeprowadzamy regrisje
na X, aw drugim regresjg na resztachi z regresjiX, na X, otrzymujach, = (w'a) "' @'y.

Rozwazmy przypadek, gdX , sktada sie tylko z jednej zmienngj, (jednej kolumny). Przy-
pustmy dalej, ze w danych wystepuje wspoHinio8to co oznacza, ze,, jest blisko skorelowany
z X1. W tym przypadk resztyi;, z regresjixz; na X; sa mate, a co za tym idzie mafa bedzie
suma ich kwadratowRSSy réwna RSS, = ujuy, = =, MMz, = x|, Mz;. Wariancja
b, = (a;ak.)*l u,y bedzie rowna

0.2

-1
) = TSSk (1 —R2)’

gdzieTSS, = Y (z; — @) jest réwne catkowitej sumie kwadratéw w regresji na X; a R}
jest wspotczynnikiem determinacji w regresji na X,. W praktyces? jest nieznanym parame-

/ TSS(1-R? .
trem szacowanym za pomoca estymaté’ra: Ne_eK = N(_ 74 ). W rezultacie wyestymowana

wariancja estymators, wynosi:

Var (by,) = o (w;CMllMﬂL’k)_l =0’ (a;cak




1TSS (1-R?)

- N-KTSS, (1-R2)’
gdzie R? jest wspdtczynnikiem determinacji w regresji na X ;.

Statystykat dla hipotezy, ze3;, = 0 réwna, jak sie dowiemy w nastepnym rozdzidle; bskkk
bedzie niska, poniewaz jej mianownik bedzie duzy. Zmienne wspdtliniowe beda mialy wysol
btedy standardowe oraz niskie statystykiiezaleznie od tego, czy sa to zmienne istotne, czy te
nieistotne w modelu.

Wynik ten mozna wyttumaczyw bardziej intuicyjny sposéb na przyktadzie modelu z dwome
Zzmiennymi:

Skk 4.7)

Yi = B1 + o1 + Baxa; + &5
w ktérym z1 i zo sa wspOlliniowe tak, zes; = ay + asxy; + n; 1 1; jest pewna zmienna losowa o
niskiej wariancji. Jéli podstawimy wzor na,; do tego modelu, to uzyskamy model

Yi = B1+ Baw1i + B3 (a1 + agwyi +mi) + & = B + Bax1i + i + Bani,
dlagy = /1 +a1fsi 85 = B2 + a203. Je&li wariancjafsn; jest niska to jakeC dopasowania
modeld z jedna zmienna obmiajaca bedzie niewiele mniejsza niz jakalopasownia modelu z
dwoma zmiennymi. Wniosek ten nie zalezy od tego, jaka gasi@ prawdziwy model a jedynie od
cech danych.
Poniewaz statystki testowe opieraja sie na porownywaniisgktmpasowania modelu z wieksza
i mniejsza ilécia zmiennych, wiec trudno bedzie odraukipoteze, za»; jest nieistotne.

1Mierzona na przyktad statystykig?



4.5. Wykrywanie wspotiniowdsci

Do wykrywania wspotiniow&ci mozemy postudysie kilkoma statystykami. Pierwsza z nich jest
R2, wspbtczynniki determinacji dla regresji zmienngj na pozostatych zmiennych w modelu. Im
wyzszy ten wspotczynnik tym wigksza wspotiniostd, jak mozna zauwazyna podstawie wzoru
(4.7), wyzsza wariancja estymatoba. Wariancjab, bedzie wprost proporcjonalna do wspétczyn-
nika VI F (Variance nflation Ratio)

1
1-R?

Stosuje sie tez niekiedy regudgl hoc ktéra méwi, ze w modelu wystepuje wspotiniosbgesli
ktorykolwiekz R? jest wyzszy nizR? w estymowanym modelu.

Inna miara wspotiniowsci moze bg warunek rzedu. W tym przypadku poréwnujemy na-
jwigksza i najmniejsza warkd wlasna macierzyX’ X . Wartcsci wiasne tej macierzy sa wigksze
lub réwne zeru. W przypadku, kiedy macierz jest bliska wspotininiaze&e jej wartdsci wias-
nych jest bliska zeru. Z kolei, gdy kolumn¥ sa ortogonalne, macietX’'X = AiN = zx;.
Widat z tego, ze wielket wartdgci whkasnych zalezy od skati;. Normalizujemy wiecX ; dzielac
j€j kolumny przez(azgcci)% i tworzymy miarg wspoétliniow&ci bedaca pierwiastkiem stosunku na-
jwiekszej do najmniejszej warsgi wlasnej tak powstatej macierzy znormalizowanej

M\
7= )\min
Z poprzednich rozwaZawynika, ze dlaX ortogonalnegoy = 1 z& dla macierzyX bliskiej

wspotiniowdsciy jest duze. W literaturze mozna znatesugestie, ze > 20 wskazuje na wspoHin-
iowoSt. Statystkey nazywamy liczba warunkowa@nditional valug.

VIF, =




4.6. Usuwanie wspotliniowaci

e Estymator regresji grzbietowej

Jednym z proponowanych sposobéw radzenia sobie ze wspoHisdiguest zastosowanie estyma-
tora regresji grzbietoweyigdge regression estimatprEstymator ten ma posta

b= (X'X+rD)" X'y

gdzie D jest macierza diagonalna z elementami diagonalnymi maci¥rz¥ na przekatnej, Za-
jest pewna arbitralnie dobrana stata wieksza od zera. Estymator taki jest obciazony, poniewaz

E(b) =E[(X'X +rD)” X'y| = (XX +rD) "' X'E(y) = (X'X +rD) "' X'XB# 3
jednak jego wariancja

Var (b,) = 0® (X'X +rD)" X'X (X'X +rD)”" (4.8)
jest mniejsza od wariancji estymatokd N K. Estymator regresji grzbietowej nie jest zbyt popu-
larny w ekonometrii ze wzgledu na jego obciazenie i arbitrsirjego formy. Pokazano jednak, ze

mozna estymator ten mozna wyprowadgko estymatobayesowskparametruy3 przy pewnym
rozktadziea priori parametrys ~ N (O LZD).

Yo

e Metoda czynnikéw gtéwnych

Innym sposobem radzenia sobie ze wspdllinisaia jest zastosowanie metody czynnikow gtdwnyct
(pricipal components Metoda to moze stuzydo wyeliminowania zaréwno doktadnej wspdtlin-
iowosci spowodowanej zby duza doia zmiennych w stosunku do doi obserwaciji jak i niedoktad-
nej wspotliniowaci. Celem badania ekonometrycznego jest znalezienie zwiazkow miedzy zmiel
zalezna a zmiennymi niezaleznymi. Informacje na temat tych zwiazkéw uzyskujemy analizu
zalezn&ci miedzy zaobserwowana zmiese@ zmiennej zaleznej a zaobserwowana zmigcigo



zmiennych niezaleznych. §lezrédet zmiennéci zmiennych niezaleznych jest mniej niz zmien-
nych, to zmienne te beda mniej lub bardziej wspotliniowe. W takim przypadku logiczny wyda
sie pomyst, by zamiast orginalnych zmiennych &izynkcji tych zmiennych, ktére przyblizatyby
pierwotne zrodta zmienrszi. Celem metody czynnikéw gtéwnych jest znalezienie takich kombi
nacji liniowych orginalnych zmiennych ezogenizcnych, ktére najlepiej przyblizaja zmééripch
zmiennych. Na nastepnym etapie wybieramy&pd tych kombinacji pewna (mata) ich liczbe,
ktéra wyjsnia wieksz&E zmienngci zmiennych niezaleznych i zastepujemy tymi kombinacjam
orginalne zmienne.
Kombinacje liniowaz,; zmiennych niezaleznych o wspotczynnikach danych wektaremozna
zapis& jako
zZi=®x1¢1+...+xTrcir, dlai=1,...,L (4.9
Z=XC
Zaldzmy, ze zdefiniowanych czynnikéw géwnych jéstWiemy z wiasnéci B2, ze jak&t dopa-
sowaniaX do Z nie zalezy nie zmienia siX przeksztatcimy liniowo. Znormalizujmy wie€, tak
by
Z'Z=1 (4.10)
Naszym celem jest znalezienie takiego wekt@raktdry umozliwiatby mozliwie najlepsze przy-
blizenie kolumn macierz)X, to jest znalezienie takiegd, ktéry minimalizowatby sume kwadratow
reszt regresjiX naZz.
X =ZB+F
S(B,C)=tr[(X -ZB)' (X -ZB)] =tr[(X - XCB)' (X - XCB)| =tr E'E,
(4.11)
i minimalizacja bedzie realizowana przy warunku poboczn¥m@

min S (B,C) st.Z'Z = 1.
B.C



Sformutujmy funkcje Lagrange’a dla tego problemu:
((B,C)=trE'E+tr[(I-Z'Z)A]

Naszym zadaniem jest teraz znalezienieig ¢ ¢ (B, C'). Poniewaz warunek poboczny nie jest
zwiazanyB, wiec warunki pierwszego rzedu dB8 maja posta klasycznego uktadu réwhanor-
malnych
ol (B,C) 0tr[(X—ZB)' (X - ZB)]
0 vec (B) - dvec (B)
_ ot (X'X) ot (B'Z'X) Lot (BZ'ZB)
O vec (B) dvec (B) dvec (B)
_ ,Ovec(B) 9 [vec(B) (I ® Z'Z) vec (B)]
Odvec(B) Odvec(B)
= —2vec (Z’X) +2 (I Q Z'Z) vec (B) = 2vec (fZ/X + Z'ZB) =0
Ostatnia rowngt jedynie, gdyZ’' X = Z'Z B, wiec

vec (Z’X) +

B=(2'2)'2X=2'X
awykorzystujac normalizacjg (10 otrzymujemy, zeB = Z’' X . Mozemy teraz zapigareszty jako
E=X-ZB=MzX,
gdzie macieraVl z = I — Z Z’ jest macierza idempotentna.
S(C)=trE'E =tr (X'MzX) =tr (X'X) —tr(X'ZZ'X)
=tr(X'X)-tr(Z’XX'Z) =tr (X'X) —tr (C'X'XX'XC)



Po podstawieniu tego wyniku, funkcja Lagrange przyjmie pgosta
((C)=tr(X'X)-tr [C'X'XX'XC] +tr (C'X'XCA — A)
=tr (X'X) — vec (C) (I ® X' X X'X) vec (C)
+vec (C) (A" ® X'X) vec (C) — tr A
Warunki pierwszego rzedu maja teraz pasta
6?/5;2((2') =2(IT®X'XX'X)vec(C)+2 (A ®X'X) vec (C)
= —2vec (X'XX'XC) +2vec (X'XCA) =0

a wiec
X'XX'XC=X'XCA
mnozac obie strony przeX i przeksztalcajac otrzymujemy

X'XC =CA
mnozac obie strony z prawej strony prz&z wykorzystuj&, ze z definicjiZ = X C otrzymujemy
XX'Z=2ZA

CO Oznacza, ze za macie®Zz mozemy przyja macierz wektoréw wiasnych macierf X', przy
czym macierzA bedzie w tym przypadku macierza diagonalna. Ponieltaizk (XX’) = K,
wiec maksymalny wymiaZ, dla ktérego wszystkie diagonalne elementywartasci wtasne) sa
wieksze od zera wynod{. Wartast funkceji kryterium jest rowna

SC)=tr(X'X)-tr[Z’XX'Z] =tr (X'X) —trA.

Celem minimalizacji funkcji kryterium wybieramy wiec wektory wiasny zwiazane z najwiekszyn
wartcsciami wtasnymi. Jdi za miare zmienrgci X wezmiemy,tr (X’X) to miara proporciji



catkowitej zmiennéci X do zmienn&ci wyjasnionej przez; bedzie
A Ai
w; = 7 = 74
tr (X'X) D k=1 Mk

Dla kilku L czynnikéw gtéwnych miara zmienSoi bcgdzieZéZ1 wy. Poniewaz dlaK = L Slad
tr(A) = tr (XX') = tr (X'X) wiec miara ta przyjmuje warkzi miedzy0 i 1. Czynnikami
gtéwnymi nazywamy wektory,; = Xe¢;. Do dobieramyl < K czynnikéw gtdwnych, takich ze
Z,’j:l wy, jest wystarczajaco bliska OznaczmyC'p, = (c1,...,¢p) 1 Z = (215...,21) =
XC EstymatorM N K wyliczony dla modelu, w ktérym orginalne zmienne zastapiono czyn
nikami gtéwnymi bedzie miat posta

d=(2'2)"" Z'y.

Zauwazmy, ze
Z'Z=C.X'XCL=Aj,
gdzieA ;, jest macierza diagonalna zawierajgcaajwiekszych wartsci wiasnych macierzyX’X.
Z drugiej strony
Z'y=C X'y=C, (X'X)b
aC (X'X) =A.Cy, wiec
d=C"b
CO 0znacza, ze uzyskany estymator jest prosta funkcja estyntgtdf& wyliczonego dla orginal-
nych zmiennych. Wektod ma L elementéw. Aby blizej zbadarelacje mizy estymatorem polic-
zonym przy zastosowaniu metody czynnikow gtéwnych a estymatdeK zauwazmy, zg dla
metody czynnikéw gtownych jest réwne

¥ =2d=XC.Cb



w zwiazku z tym za odpowiednik estymatav&dN K dla metody czynnikéw gtéwnych jest estyma-
tor
b,=Crd=CLC"b

Estymator ten bedzie réwnowazny estymatordhiV K dla L = K. W og6lnym przypadkd, < K
i b, bedzie estymatorem obciazonym ale o wariancji mniejszej od wariancji estynbatora

Najwazniejszym problemem przy zastosowaniach metody czynnikéw gtéwnych jest znalezie
interpretacji dla policzonych kombinacji liniowych orginalnych zmiennych. Poniewaz, kombinac
te sa znajdowane mechanicznie a nie na podstawie teoretycznych rézwaga z reguty trudno
jestim nada jakas okreslona interpretacje. Zauwazmy jednak, ze warfankcji celu w przypadku,
kiedyl < L < K jestréwna

L
S(ar, .. aK) = $(C1) = tr (X'X) +tr | (X'X)" Cp| = tr (X'X) + > 2
k=1
Wartcst funkcji kryterium pozostanie niezmieniongliezamiastC', uzyjemyC7; = C D, gdzie
Dy, jest dowolna macierza ortonormalna. Oznacza to, ze mozna zastosowanormalizacje
niz ta implikowana przez ograniczendz; = 1i z,z, = 0 dlas # r. Rzeczywscie

tr[Cy (X'X)" C1] =t [D'Cy, (X'X)* €,.D] = tr (DD'C, (X'X)" C1)
—tr(CL (X'X)*C1)

Moze sie zdarz§, ze jestémy w stanie znaléztaka macierzD, ze czynniki gtdwnym danym
wzoremZ = X C7, mozna nadajakss interpretacje.

Literatura: Steward {99 str. 88-95, Greenl997) str. 255-259, Goldbergel 972 str. 252-
254, Theil (979 str. 164-170.
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