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6. Asymptotyczne wtasnéci M N K
6.1. Wtasnasci M N K w duzych prébach
Zajmiemy sie teraz cechami asymptotycznymi estymatoréw. Jak wiemy, estyimiaiok’ jest
rowny

b= (X'X)"' X'y
z zatozén K M RL wynika, ze

y=XpB+e, e~N(0,0°I)
co wiecej
b= (X'X)" X' (X'B+e) =B+ (X'X)" (Xe)

Zalozmy teraz, ze

limn~! (X'X) =Q
gdzieQ jest skiqiczona macierza nieosobliwa. ZauwazmyX¥e ~ N (0,0% (X'X)) aﬁX’e L,
N (0,0%Q). Mozemy wiec sformutow@nastepujace twierdzenie
Twierdzenie 6.1 Jesli spetnione sa zatozeni& M RL i Q = limn~' (X'X) jest nieosobliwe, to
estymatorM N K ma asymptotyczny rozktad dany nastepujacym wzorem

Vn(b—p8) = (n—lx’X)*1 %
1

Zgodnym estymatorem wariancji estymatbigstS;, = 2 (X'X) i

(X’s) LN (O,OQQ_l)

plimn (f]b — Var (b)) =0,



gdzies? jest dowolnym, zbieznym estymatoren

Dowod.

Vib-p8)=m"'X'Xx)" % (X'e) 2 N (0,0°Q ")
przy czym skorzystadimy z tego, 'ze(n*lX’X)*1 2,Q, ﬁ (X'e) Ln~N (0,0%Q) a
z twierdzenia Carmeral{.29 wynika, zey/n (b—8) = Q' n ~ N (0,02Q ") co wynika z
wiasndci rozkladu normalnegom
Whiosek 6.2 Przy spetnionych zatozeniach z twierdzefia estymatorM N K jest estymatorem
zgodnym
b—-8-220
Dowadd.

2 / -1
Var(b—8) = o? (X'X) ' = = (X X) 0@ =0
n
Poniewaz wariancja— 3 dazy do zera wiec z twierdzeniaq.27) albo bezpérednio z nieréwnici
Czebyszewa wynika, z8 — 3 dazy wedtug bed&redniokwadratowego a wiec i wedtug praw-

dopodobi@stwa do zeram

n

6.2. Bledy losowe rézne od normalnych - zbiezrg do rozktadu normalnego

Zdefiniujmy zmiennaw; = xz,e;. Dla x; nielosowegoE (w;) = E(x;e;) = x; E(e;) = 0.
Ponadto

n
1 i=1 Wi

\/ﬁX’sz\}ﬁiwisi:\/ﬁ<Zn >:\/ﬁw



Jesli £, pochodzi z dowolnego rozktadu o momentach statych w czasjed, sa niezalezne, to
takzew; i ws beda niezalezne a
1
vn
Asymptotycznie estymatdr ma rozktad normalny nawet§é resztye nie maja rozktadu nor-
malnego. W ten sam spos6b mozna dé&ajeze twierdzenia.6, 3.14, 3.13 sa asymptotycznie
prawdziwe nawet j@i reszty nie maja rozktadu normalnego. Wyjatkiem jest tu test prognoz, ktéi

asymptotycznie nie jest zgodnysjenie jest spetnione zatozenie o normainie. Jest tak dlatego,
g moze by skaczone nawet, gdy — oo.

X'e = ynw 2 N (0,0°Q)

6.3. Losowe zmienne niezalezne - wiasea estymatoraM N K

e Przypadek niezaleznych od zmiennych objasniajacych

W praktyce czesto nie jest spetnione zatozeRi@/ RL, ktére méwi, ze zmienne w modelu sa
nielosowe. Rozwazymy dwa przypadki, w ktérych mozna défyiee mimo losowsci regresorow
estymatoryM N K zachowuja pozadane wiassw. Pierwszy przypadek zachodzi, gdy X sa
niezalezne, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, kiedy prawdziwa jest nastepujaca relacja miedzy tac
dystrybuanta’ (e, X), dystrybuanta warunkow® .| x () i dystrybuanta brzegowR x (X) :

F(€7X):F6\X (E)FX (X) (61)

Niezalezn&t i X implikuje, ze liczac warunkowe wzgledeXi wartdsci oczekiwane, wariancje

i rozklady mozemy postepowaak jakby zatozenia zatozenid M RL byly spetnione. Inna jest
tylko interpretacja uzyskanych wynikéw. W omawianym przypadku wszystkie uzyskane mome
i rozktady bedziemy interpretowgako rozktady warunkowe. Na przykiad

E(b|X)=8+E ((X'X)*X’e X) — B+ (X'X) ' X'E(e| X) =




e Przypadek asymptotycznie nieskorelowanych z zmiennych objssniajacych

Poza wtasngciami estymatoréw w matych prébach interesujace sa dla nas takze sdassty-
matoréw w duzych prébach. W przypadku rozwazania wlashasymptotycznych zatozenie o
niezaleznéci mozna zastapistabszym zatozeniem, ze

T-'X'e 250 (6.2)
Dodatkowo zaktadamy, ze

T'X'X % Q (6.3)
i Q jest skaczone i nieosobliwe. W takim przypadku

b-B=(T'X'X)" (T'X'e) Q@ 'o=0

i estymatorM N K jest zgodny (asymptotycznie nieobciazonylildodatkowo zatozymy, ze

L x'e 2. N (0,02Q) 6.4)
Vi | |
to bedzie mozna udowodnnastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 6.3 Jesli w modelu spetnione sa zatozeBié9 oraz zalozenia dane wzorant.g),
(6.2 to estymatorM N K jest asymptotycznie zgodny. Jesli dodatkowo spetnione jest zaloze
dane wzorem@.4) to asymptotycznie rozklad estymatd&aV K dany jest wzorem:

1

7 (X'e) 2L n~N(0,06°Q")

Vib-pB) = (T'X'x)""



6.4. Testowanie ogranicze liniowych w duzych prébach
Rozwazmy przypadek testowania ogoélnej hipotezy linioklep = h

VnH (b—8) = Hn~ N (0,0°’HQ 'H')
Pod warunkiem prawdzivazi hipotezy zerowej

Vi (Hb—h) 2 Hn ~ N (0,0°HQ 'H')
Wykorzystujac twierdzeniel(.77), otrzymujemy, ze

n(Hb—h) (HQ™'H'\"' (Hb—h) p ,

— X

0-2
W prébach skaczonych zastepujem§ przez przyblizenien ! X' X a o2 przez dowolny
zbiezny estymata#?. W rezultacie otrzymujemy nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 6.4 Jesli spetnione sa zatozenal9 2.21oraz zalozeni®.4to hipoteze ztozon# :
H 3 = h mozna testowat za pomoca hastepujacej statystyki

(Hb—h) (H (X'X)"'H') (Hb- h) B
( ( ) ) — 5352 S o, X2 (6.5)

32
gdzies? jest dowolnym zbieznym estymatoretn
Wz06r ten moze nam stugytakze jako wzor przyblizony takze w matych prébach. Jedna z forr
tego testu jest statystykar?.
Literatura: Steward {997 str. 110-121, Greenl@97) str. 270-288, Goldberged 972 str.
341-348.
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