Copyright by Jerzy Mycielski

7. Autokorelacja i heteroskedastyczn&t

7.1. Rodzaje i przyczyny autokorelacji i heteroskedastyczriei

Wykres reszt spetniajacych zatozedial/ RL pokazano na rysunkii Tak zachowujace sie reszty
nazywamy niekiedy biatym szumenmvljite nois¢i charakteryzuja sie one chaotycznym i nieprzewid
walnym zachowaniem.
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Rysunek 1Bialy szum

Przypstmy, ze zatozeni@.22i 2.23 nie sa spetnione i macierz wariancji-kowariancji btedu
losowego dana jest wzorem
Var (&) = 0%V
Mowimy, ze w modelu wystepuje:



e autokorelacja, gdy
E(e;ej_s) #0 dlapewnych se1,2,...

e heteroskedastyczhp, gdy
E (53) # const

Najczesciej spotykana forma autokorelacji jest autokorelacja dodatnia. Rysupetedstawia
wykres przyktadowy reszt w przypadku wystepowania takiej autokorelacji. Dodatnio skorelowze
zaburzenia losowe nie zachowuja sie catkowicie chaotycznisli Weokresiet btad losowy byt
dodatni, to prawdopodohistwo, ze w okresie¢ + 1 bedzie on takze dodatni jest wyzsze niz
prawdopodobigstwo, ze w okresie tym bedzie on ujemny. Poréwnujac rysihekysunkieml
zauwazmy, ze ilgt przeci€ wykresu z zerem jest mniejsza w przypadku procesu dodatnio sk
relowanego. Autokorelacja dodatnia wystepuje czesto w modelach szacowanych na szeregact
sowych. Spowodowana jest ona zwykle rozciagnieciem na diuzej niz jeden okres skutkéwzda
losowych wplywajacych na poziom zmiennej cjéane;j.

Rzadziej spotykana forma autokorelacji jest autokorelacja ujemna. W takim przypadku pr:
dopodbi@éstwo wystapienia po dodatnim btedzie losowym ujemnego btedu jest wyzsza niz pre
dopodobi@stwo wystapienia dodatniego btedu. Proces o takich cechach przedstawiono na ryst
3. Poroéwnuja ten wykres do wykresu nieskorelowanych btedéw widzimy, ze charakteryzuje sig
wyzsza ilécia przecié z zerem. Autokorelacja ujemna zdarza sie wyjatkowo w modelach ek
nomicznych szacowanych na szeregach czasowych.

Autokorelacja moze W takze spowodowana przyjeciem blednej postaci funkcyjnej dla est
mowanego modelu. Na rysunkiupokazano wynik proby dopasowania za poma¢ad/ K trendu
liniowego do funkcji kwadratowej. Dopasowanie to jest stabe poniewaz regresja ta jest bledr
powodu przyjecia nieprawidtowej formy funkcyjnej modelu. Reszty z takiej regresji charakteryzt
sie silna dodatnia autokorelacja.

W literaturze omawia sie dwie postaci heteroskedastyazin®ierwsza zachodzi, gdy wariancja
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Rysunek 2:Dodatnia autokorelacja

o? zalezna jest od wiell&zi pewnej zmienneg;. Przypadek ten przedstawiony jest na rysubku
Na rysunku tym wida jak wraz ze wzrostenx; wzrosta wielk&t odchylé btedéw losowych od
zera. Taka forma heteroskedastycari@zesto wystepuje w modelach konsumpcji szacowanych r
danych danych przekrojowych dotyczacych gospodarstw domowych. Pojawia sie ona poniewa:
gate gospodarstwa domowe moga sobie pozdwdiwieksza swobode zachaweonsumpcyjnych.
Zwykle okazuje sie wigc, ze odchylenie standardowe btedu losowego jest dodatnio skorelowa
poziomem dochodu gospodarstwa.

Innym rodzajem heteskodastyc&abjest heteroskedastycAtovarunkowa. Wystepuje ona wt-
edy, gdy warunkowa wariancjéar (e; |e:—1 ) # const. Rysuneks pokazuje btedy losowe charak-
teryzujace sie warunkowa heteroskedsty&aoig. Na rysunku mozna zauwd@zye okresy o niskiej
zmienndci bledéw losowych przeplataja sie z okresami o wysokiej ich zmiginaTypowym



|— v(0)=-0.6%y(t-)+e(t) __e(®~N(©0.1) |

o

/\ N HA
VTN

n /\
AN AN 11

Rysunek 3:Ujemna autokorelacja

przyktadem modeli, dla ktérych stwierdza sie warunkowa heteroskedastysaanodele szacow-
ane na danych gietdowych. Na rynku papieréw weectowych wystepuja okresy spokoju i niskiej
zmienndci cen ale takze okresy niepokoju i wysokiej zmiesriaen.

7.2. Wiasndaci estymatorow M N K dla modeli z hetereskodastyczngcia lub
autokorelacja

Twierdzenie 7.1 W modelu, w ktérynVar (¢) = 02V = 2 ale spetnione sa zatozental9, 2.20,
2.21estymatomb,, v i jest w dalszym ciagu estymatorem nieobciazonym.
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Rysunek 4:Reszty z regresji trendu na funkcji kwadratowej

Dowad.
B(b) = B[(X'X)" X'y| =B [(X'X) 7 X'Xp+ (X'X)" X
— B8+ (X'X) ' X'E(e) =8
|

Twierdzenie 7.2 Estymators? wariancji bledu losowego, w przypadku wystepowania autokorelac
lub heteroskedastyczga, jest estymatorem obciazonym.

Dowadd.
E(e'e) = E (tr (Mee')) = tr (ME (e€')) = tr (Mo?V) = o* tr (MV)



Lym=3%sqrx(m)*em)._e®~-NO.D |
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Rysunek 5Heteroskedastyczg8o zalezna od;

gdzieM =1 - X (X’X)f1 X'. Wynika z tego, ze

! tr (MV
B =B (;5%) = S 2E £

poniewaztr ( MV) #n— K. m
Twierdzenie 7.3 Macierzy wariancji kowariancjib, w przypadku wystepowania hetoroscedasty-
cznosci lub autokorelacii, jest rowne? (X’X)f1 X'vx (X’X)fl.
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Rysunek 6 Warunkowa heteroskedastyc&ie procesARCH

Dowadd.

Var (b) = B ((X'X) ™' X'ee'X (X'X) ) = (X'X) 7 X'0x (x'Xx)

-2 (X'X)T XVX (X'X)"

[

Whniosek 7.4 EstymatorS = s? (X'X) ~!jest, w przypadku wystepowania heteroskedastycznos
obcigzonym estymatorem wariandji

Whiosek 7.5 Stosowanie do testowania hipotez standardowych statystyk takich jak statystyk
czy statystykaF w modelu, w ktéorym wystepuje heteroskedasty&zob autokorelacja, moze
prowadzi¢ do btednych wynikéw testowania.



7.3. Testowanie hetorskedastyczréui

W tym podrozdziale oméwimy testy na istnienie heteroskedastgczngastosowany test powinien
zaleze& od typu heteroskedastyczwm, ktérego wystepowanie podejrzewamy. Najprostszym testel
stuzacym do testowania heteskedasty&enest test Goldfelda-Quandta. Stosujemy @i jpozliwe
jest podzielenie obserwacji na dwie grupy taki sposdéb, ze dla prawdziwej hipotezy alternatyw
wariancje btedéw losowych w tych dwoch grupach sa rézne. Przyktaddéhiayenodelu wyj&ni-
ajacym wydatki gospodarstw domowych podzielimy gospodarstwa na te o niskim dochodzie i 1
wysokim dochodzie, to zgodnie z tym co wénéej powiedziebBmy wariancja btedu losowego dla
gospodarstw o niskim dochodzie powinnathyizsza niz dla gospodarstw o wyzszym dochodzie
Zaleta testu Goldfelda-Quandta jest to, ze jako jedyny z omawianych testow ma rozktad wyprov
zony dla matych préb.

Test Glejsera stosujemy§kznamy postafunkcyjnej zalezngci miedzy zmiennymi a odchyle-
niem standardowym btedu losowego. Test Breuscha-Pagana stosug@inmjggest nam znana ta
posta& funkcyjna. J8li podejrzewamy, ze w naszym modelu wystepuje warunkowa heteroskedas
cznaEt to mozemy zastosowdest na istnienie autoregresyjnej warunkowej heteroskedas§azno
ARCH. Jest to test na istnienie najprostszej formy warunkowej heteroskedastgczOstatnim
omawianym testem jest test White'a. Przeprowadzajac go, nie musintyinfi@macji na temat
formy heteroskedastyczgoi, ma on jednak czesto niska moc i w przypadku odrzucenia hipote:
zerowej nie sugeruje sposobu w jaki mozna heteriskedast§tzisoing z modelu.

e Test Goldfelda-Quandta

Pierwszym krokiem przy przeprowadzaniu testu Goldfelda-Quandta jest pogrupowanie obserw
na dwie rozdzielne podgrupy. Zazwyczaj zaktadamy, ze ochylenie standardowe zalezy wprost
porcjonalnie od pewnej zmiennej, tak ze = oxy ;, gdziex, jest pewna zmienna, co do ktorej
podejrzewamy, ze wplywa na wielgD wariancji btedu losowego. Podziatu dokonujemy sortujac
obserwacje wedtug wielldzi z;, ; i dzielac uzyskana posortowana prébe na dwiécizgrzy czym



usuwamy te cZ&* obserwacii, dla ktdrych warbziz; ; w obu grupach sa sobie najblizsze.

zmienna, wedtug ktorej .
) . obserwacje
sortujemy prébe
Tk,1 T Y1
. . . grupal
! : : : n, obserwacii
xk#nl w’fbl Yn,
Lk,n14+1 Tny+1 Yni+1
) ) c odrzucanych
! : : : obserwacji
LTk,ni+c Lny+ec Yni+c
Lhoni4ctl Lny+ct1 Yni4c+1
. . . grupa2
! : : 5 no obserwacii
Tkni+natec Lni+natc Yni+na+e

Nastepnym krokiem jest znalezienie reszt dla regmgsjia X przeprowadzonej dla gruplyi
grupy2 z osobna. Ji prawdziwa jestH,, ze w modelu nie ma heteroskedastyc&rio spetione

sa zalozenid M RL, reszty sa niekorelowané}% j S282 sa takze niekorelowane i maja rozktady

[ea

INie powinno sig usuwaprzy tym wiecej ni'z% obserwacji.



X5, i X2, Z twierdzenial 7.81otrzymujemy, ze
ele1/(ng — K)

6/262/(’[12—K) NF(TLl—K,TLQ—K)

e Test Glejsera

Test Goldfelda-Quandta nie mozethstosowany jgli wariancja btedu losowego zalezy od wigcej
niz jednej zmiennej, poniewaz w takim przypadku nie ma prostego sposobu pogrupowania
serwacji. Test Glejsera mozemy stoséwkiedy wiemy jaka fome funkcyjna moze przyjmaova
heteskedastycz8o. Zatézmy, ze wektor; zawiera zmienne, od ktorych zalezy wariancja btedu
losowego. W literaturze najc&eiej rozwazane sa trzy przypadki

1. 02 =0%(14z; )
2. 02 =0%(14z; a)
3. 02 = o%exp (zix)

Poniewazb jest zgodnym estymatoremnawet wtedy, gdy w modelu wystepuje heteskedasty
CZNGE, wiece;, i e? powinny bye dobrymi estymatorami odpowiednig i o2. Logiczne wydaje
sie wigec, ze przeprowadzenie regresjina z; powinno ujawnt zalezn&t miedzy wariancja btedu
losowego iz;. Aby otrzyma& estymatoia parametrux powinnismy odpowiednio dla przypadku
1, 2, 3 przeprowadd regresjec?, |e;| i In (e?) na stalej iz;. Hipoteza o braku heteroskedasty-
czndsci odpowiada hipoteziél, : o = 0. Test na heteroskedastycsaqrzeprowadzamy przy
uzyciu statystyki Walda o wzorze

N SN

i

~—1
W=a%, a2
gdzief)a jest pewnym estymatorem macierzy wariancji kowariancji estymataaa iloscia regre-
soréw zawartych w;.



e Test Breuscha-Pagana

Test Breuscha-Pagana stosujensfijaie wiemy jaka forme funkcyjna przyjmuje heteroskedasty-
cznaE ale podejrzewamy, ze jest ona dana zalézi@

0? = o f (z)
gdzief (-) jest funkcja ciagta taka, z&(0) = 1 az; wektorem zmiennych, o ktérych podejrzewamy,
ze zalezy od nich wariancja. Hipoteza zerowa o homoskedastycizsmrowadza sie w tym modelu

do hipotezH, : a = 0.
Statystyka testowa ma postatatystyki mnoznikéw Lagrange’aliM = %ESS, gdzieESS

jest wyttumaczona suma kwadratéw w regr%‘%i na z, gdziee? sa resztami @2 estymatorem
waiancji czynnika losowego w regresji

yi =B +e;
Asymptotycznie
LM = %ESS 22
gdziep jest iloscia zmiennych zawartych w. Statystyka ta ma takze inna forme
LM =nR? 25 2

gdzie R? jest wspotczynnikiem determinacii z tej samej regresji regresji r%i;tmb teze? naz. Ta
forma statystyki testowej jest bardziej odporna na odchylenia rozkiadd rozktadu normalnego.

e Testy na istnienie warunkowej heteroskedastyczrizi
Warunkowa heteskedastyc&ozachodzi, gdw? = E (¢7|ei—1,...,e:—5s) # 0. Najczgciej
rozwazanym przypadkiem tego typu heteroskedastyazjest autoregresyjna warunkowa heterosk



cznat ARCH Zachodzi ona wtedy,

2 2 2
0y =0 +a10;_1 + ...+ Q05

Bazwarunkowa wariancj (¢7) = —-2—,- = ¢° = const, C0o 0znacza, ze warunki twierdzenia
Gaussa-Markowa sa spetnione i w takim modeluy i jest najlepszyniniowymi nieobciazonym
estymatoren3. Jednak istnieja w takim przypadku bardziej efektywnelddv K nieliniowe es-
tymatory3. Estymator macierzy wariancji-kowariancji estymatérazyskana za pomoc/ N K
bedzie asymptotycznie zgodny. Problem pojawi sie jednak przy prognozowaniu. Jak fokgzali
podrozdziale?.8, prognoza na okreg + 1 ma posté x1b. W standardowym modelu wariancja
tej prognozy wynosVar (z71b) = o2x/.,, (X'X) ! x741+ o2, Jednak dla modelu o warunk-
owej heteroskedastyczea wariancja btedu losowego zalezy od wariancji tego btedu w poprzedni
okresach. Wynika z tego, ze

-1
Var (zr41blei—1,...,61—5) = m/T+10'2 (X/X) Tr41 + 0§+1

Do oszacownia prawidtowej wariancji prognozy musimy konieczne jest wiec sformutowanie tak
prognozys? 1. Szczegolnie czesto warunkowa heteroskedastygtangstepuje w szeregach cza-
sowych zwiazanych z danymi finansowymi takimi jak inflacja, przychody na gietdzie itp. Testowal
hipotezy zerowej o braku warunkowej hetoroskedastyseiqarzeprowadzamy testujac taczna istot-
nost as, . .., as W regresji

ef =ap+ alef_l +...+ asef_s
Zazwyczaj uzywa sie do tego statystyki/, ktéra w tym przypadku mozna policzyliczac statystyke
T R? opisana we wniosk8.12 Dla omawianego testu bedzie ona miata asymptotyczny rozitad

e Test White'a

Ostatnim testem na heteskodeasty&nktéry omowimy jest test White'a. W przeciwistwie do
wczesniej oméwionych testéw, test White’a nie wymaga zatozenia konkretnej formy heteroskeda
czndsci. Jest to zaréwno jego zaleta jak i wada. Umozliwa on testowanie heteroskedastyczn



nawet wtedy, gdy nie mamy zadnego pomystu na to jaka moze orapus&. Z drugiej strony
negatywny wynik tego testu nie jest konstruktywny - wskazuje tylko, ze w modelu wystepuje h
eroskedastyczrso, ale nie daje wskazowki jak te heteroskedasty&zmeozna usur@az modelu.

Idea testu White’a opiera sie na pordwnaniu macierzy wariancji kowariancji wektagskanej
z MNK i estymatora White"amacierzy wariancji kowarianciji tego wektora. Estymator White’a
macierzy wariancji kowariancji wektorajest estymatorem zgodnym nawet wtedy, gdy w modelt
wystepuje heteroskedastyc&10Z drugiej strony estymatav/ N K tej macierzy jest estymatorem
asymptotycznie obciazonym. Test White’a opiera sig na poréwnywaniu tych dwoch estymato
przy czym odrzucamy hipoteze zerowa o homoskedastgcziesli wystepuje miedzy nimi zbyt
duza réznica.

Test White'a przeprowadzamy liczad?? dla regresjie? na statej i wszystkich niepowtarzaja-
cych sig iloczynack, ;z, ;, gdzies, r sa indeksami zmiennych. Asymptotyczny rozktad tego testt
jest rozkladem chi-kwadrat p stopniach swobody, gdzjejest iloScia regresorow dla tej regres;ji
poza stata.Catwo zauwazy, ze test White'a jest szcegdlnym przypadkiem testu Breuscha-Page
jakkolwiek jego uzasadnienie jest istotnie odmienne.

Test White'a jako ogolny test sprawdzajacy prawidtGvpatozé K M RL jest niekiedy stosowany
jako test sprawdzajacy prowidtos®formy funkcyjnej modelu.

7.4. Testowanie autokorelacji

e Test Durbina-Watsona

Jednym z najpopularniejszych testow weryfikujacych nieskorelowanie czynnikéw losowych |
test Durbina-Watsona. Statystyk2ll jest standardowo umieszczana na wydrukach z wynikan
pochodzacymi ze pakietéw ekonometrycznych. Podstawowa zaleta statidtyliej jest prostota
i fakt, ze istnieja tablice warsei krytycznych dla tej statystyki w prébach $lazonych. Jej wada

2Estymator ten zostanie oméwiony pézniej w korsigie UMNK.



jest to, ze ma ona niestandardowy rozktad. Wzdr na statydijikejest nastepujacy:

T 2
DW — Do (€t —€1-1) QZt 1et 2Zt 2 €t€t—1 — 6%_3%

(7.1)
T
i€t Zt:l e
— e? + e?
:2(1_p€t,€t—1) - 1T T2
> i—1 €
T
gdziee; sa to resztami z regresji@, ., , = Lizgerern Zauwazmy, ze
t=1 %t
Dw L2 (1-p2, ., ) (7.2)

_ Cov(et,er—1)

gdziep,, ., , = e poniewaz na mocy centralnego twierdzenia granicziiege, , LN

2

p&t Et—1 a T 3 — 0

Sposoéb testowania za pomoca tebfid” zalezy od tego, czy dane sugeruja dodatnia, czy ujemn
autokorelacje. Na podstawie wzorti.g) widat, ze asymptotycznie dla dodatniej korelacji btedow
losowych0 < DW < 2, a dla ujemnep < DW < 4. Typowe tablice dla testiDW zawieraja
wartcsci krytyczne dla okr&onych ilcgsci regresorOwK i obserwaciiT i policzone sa przy za-
tozeniu, ze macierz regresorG¥ jest nielosowa. Szczegoélna cecha teBfid jest to, ze tablice
zawieraja dwie wartsci krytyczned, i dy. Wnioskowanie statystyczne w przypadku testil/
wyglada nastepujaco:

1. jesli DW < 2

(a) DW < dj, odrzucamy hipotezél, o0 homoskedastycz8oi i przyjmujemy hipoteze o
dodatniej autokorelacji

(b) di, < DW < dy brak konkluzji

(c) DW > dy nie ma podstaw do odrzucenia hipotddy o homoskedastyczgoi



2. jesli DW > 2
(a) DW > 4—d;, odrzucamy hipotez&l, o0 homoskedastycz8oi i przyjmujemy hipoteze
0 ujemnej autokorelacji
(b) 4 —dy < DW < 4 — dy, brak konkluziji
(c) DW < 4 — dy nie ma podstaw do odrzucenia hipoteéZy o homoskedastyczsoi

0 d 1 dy 2 4-q, 3 4d 4

Rysunek 7:Rozkfad testu Durbina-Watsona

Istnienie obszaru, dla ktérego test nie ma konkluzji wynika z tego, ze rozktad statystykia-
lezy od postaci nielosowej macierj. Wartcsci krytycznedy, i dyy sa policzone dla takich postaci
macierzy X, dla ktérych rozktad statystykbW dla prawdziwejH, jest odpowiednio najbardziej
przesuniety na lewo i na prawo. Na rysunknaszkicowano takie skrajne rozkiady statystiiil.
Obszary zakreskowane odpowiadajg obszarom krytycznym. Zatézmy, 28\ < 2. Wtedy ob-
szar miedzy i dy, nalezy do obszaru odrzutela wszystkich postaci macier. Podobnie obszar
miedzydy i 2 nalezy zawsze do obszaru prayjeNiestety, miedzy war&ziami krytycznymidy, i



dy istnieje obszar, ktory nalezy do obszaru odrZudi jednych postaci macierz¥ a dla innych
postaciX nalezy do obszaru odrzuteZ tego powodu dla pewnych wasm statystykiDW, test
nie daje konkluzji.

Test Durbina-Watsona stosowany jest takze w prébach przekrojowych jako test na pdgrawi
formy funkcyjnej modelu. Taka interpretacja tegdiV’ zwiazana jest z tym, ze w prébach przekro-
jowych trudno jest sobie wyobrdazimechanizm, ktéry mogtby spowodofvaaistnienie autoko-
relacji bledow losowych, dotyczacych przeciez obiektéw obserwowanych w tym samym mom
cie czasu. Ji autokorelacja wystepuje, najprawdopodobniej zwiazana jest z nieprawidtowa fori
funkcyjna, ktéra generuje systematyczne zmieniajace sie odchylenia reszt od zera. Sytuacja
miata miejsce w przypadku zilustrowanym rysunkidm Dla regresji pokazanej na tym rysunku
statytykaDW = 0,017 czyli znacznie ponizej warfei krytycznejd; = 1, 324 uzyskanej z tablic
dlaT =50i K =1.

e Test Breuscha-Godfreya

Test Durbina-Watsona ma te wade, ze pozwala jedynie na badanie autokorelacji pierwszego r
E [e:e:—1]. Jakkolwiek moze on stuZydo wykrywania autokorelacji nawet wtedy, gdy poza au-
tokorelacja pierwszego rzedu wystepuje autokorelacja wyzszych rzeddw, to w takim przypa
nie pozwala na blizsza analize formy autokorelacji. W przypadku, kiedy wystepuje autkorela
wyzszych rzedow lepiej postuzysie wiec testem Breuscha-Godfreya. Test ten przeprowadzar
badajac taczna istot80~1, . . ., v, W regresji

€t = Ty Pt Y1€¢—1, .-+, VsCtos

gdziee,; saresztamiz regregjina X . Regresja ta sprawdza, czy niew§figona przez; zmienn&e
reszt nie zalezy od reszt opéznionych. TE8tl hipotezy zerowej o braku autokorelacji mozemy
przeprowadi liczac statystyke

TR? 2532,



gdzies jest zatozonym rzedem autokorelaciji.

7.5. Uogodlniona Metoda Najmniejszych Kwadratow

Uogdlniona metode najmniejszych kwadrat@w\( N K) stosujemy, gdy nie jest spetnione zatoze-
nie, ze btedy losowe w modelu sa homoskedastyczne i nieskorelowane. Powiedzmy, ze
y=XB+u, (7.3)
X jest nielosowe Var (u) = Q = o2V Poniewa?V jest dodatnio okr&one wiec mozna znaléz
taka macierdl, ze LVL = I, i L'L = V~'. Jak wczéniej pokazabmy, kiedyVar (u) # 02T
estymatom jest nieobciazony, ale estymatary i S sa obciazone.
Estymatorby rnv x zZnajdujemy mnozac obie strony réwnania3d) przez L. Otrzymujemy w
ten spos6b réwnanie
Ly=LX3+ Lu (7.4)
Dla tak przeksztatlconego réwnania btedy losowe sa homoskedastycznie i nieskorelowane, poni
Var (Lu) = 0?LV L' = ¢*I.

Estymatotb; s v x Otrzymujemy traktujad.y jako zmienna zaleznal X jako zmienna niezalezna
i liczac dla tak przeksztatlconych zmiennych estymatov K

buavk = (LX) (LX) (LX) Ly = (X'V7'X) " X'V ly
= (xX'Q'Xx)7' X'Q 'y

1 1

Var (byynk) = o (LX) (LX) =0 (X'V'X) " = (X'Q7'X)~
EstymatorU M N K wariancji btedu losowego liczymy jako

,  (Ly-LXbg) (Ly — LXbg)
SUMNK = n_ K




i jest fatwo pokazé, ze jest on jest nieobciazony. Zauwazmy tez, ze

9 (y— Xbe) V7 (y— Xbg) B e,V 'eg

SUMNK = n— K “ T K
gdzieeyynk =y — Xbumnk-
Uwaga 7.6 W ogolnym przypadku estymatdiy/ N K sa niemozliwe do bezpoSredniego zostosow
nia, poniewaz do ich policzenia konieczna jest znafgzmeeznanych macierfy, V' lub L. Wykony-
walnalU M N K polega na zastapieniu maciergyjej zgodnym estymatorefd. Znalezienie takiego
estymatora jest mozliwe tylko wtedy gdy na foihearzucimy pewne ograniczenia. W przypadku,
kiedy(2 nie jest ograniczona, mamy zbyt mato stopni swobody by wyestynfewainiewaz ilos¢
parametrow do oszacowania zawartychwynosi ”<"“ , podczas gdy ilos¢ dostepnych stopni
swobody jedynie — K

Przyktad 7.7 Wazona Metoda Najmniejszych Kwadratéw
Jesli w modelu wystepuje jedynie heteroskedastycznost to m@cieezpostac

o? 0 V1 0
Q = . = g2 . =’V
0 o2 0 Uy,
Zatézmy, ze elementy sa znane. Dla tego przypadku macidrma postac
1
v 0
L = .
1
0 To=

UMN K mozna traktowac jakd/ N K przeprowadzona z uzyciem przeksztatconych zmienny

X" = LXiy* = Ly. Wnaszym przypadku zmienne te beda miaty pogtaé \%T izy, = "\L/F




Wielkosciv; mozna interpretowac jako wagi przypisywane obserwacjom. Obserwacje o nisk
wariancji btedu losowego moja przypisana wigksza wage a te o wyzszej wariancji uzyskuja ni:
wage.

Przypstmy, ze heteroskedastycznos¢ w modelu ma pegtaé o222, gdziez; jest pewna
Z gory ustalona zmienna. Heteroskedastycznost o tej formie mozna Wykryc np. za pomoca
Goldfelda-Quandta z podrozdziasu W takim przypadku postat macierz wariancji kowariamrciji
ma nastepujaca postac

22 0

Q = Var (g) = o? =’V

a macierzyL bedzie miata postat

1

z1

L= .
1

0 e

Ts,i

W tym przypadky; = £ i z} )

Tego rodzaju przeksztalceme stosule sie w ekonometrii bardzo czesto. Zastanéwmy sie nad
dardowa funkcja konsumpcji

Ci =a+bY; + ¢,

gdzieC; jest to catkowita konsumpcja w kraja Y; jest poziomem GDP w tym kraju.&lietak sfor-
mutowany model oszacujemy na prébie przekrojowej, to prawie napewno wystapi heterosked
cznosE. Jej powodem bedzie nadanie tych samych wag krajom bardzo malym i bardzo du
Trudno jest zalozy¢, ze dla matych krajow wariancja btedu losowego jest taka sama jak dla duz:
krajow. Precyzje oszacowania mozna mierzyc stosunkiem odchylenia standardowego btedu losc



do wielkosci zmiennej niezalezngj. Warto5¢ dobr skonsumowanych na Litwie jest ok60
razy mniejsza niz warfg konsumpCJl w USA. Jesli w oszacowanym modelu relge:]dla Litwy
wynositabyl, to przy zatozeniu ze jest stata dla wszystkich krajow, dla Standw stosunek ten mus
ataby wynosi®, 001. Konsekwencja przyjecia zatozenia o0 homoskedastgcrjgst wiec przyjecie
zalozenia, ze precyzja oszacowania jest wyzsza dla krajow duzych niz dla krajéw matych.

Wydaje sig, ze bardziej realistyczny w tym przypadku jest model na zmiennych wyrazony
kategoriach per capita

C; :al +0Y" + ¢}

gdzieC; = =, Y = Yi az jest Iudnosma danego kraju. Przeksztatcenie to jest rownowazr
zastosowanlu Wazonej Metody Najmniejszych Kwadratow przy zatozeniu, ze odchylenie stan
owe bledu losowego jest proporcjonalne do liczby I&ino ZwréEmy uwage, ze stata przy takim
przeksztatceniu zamienia sie w zmieRhaAby uzyskac stata w modelu przeksztatconym, w mode
pierwotnym powinremy mie¢, zamiast %ta+ej, zmienna

Przyktad 7.8 Dwustopniowd/ M N K

Zdarza sig, ze heteroskedastyc@mma postac zaleznosci funkeyjagj= f (oo + z;cx) . Przy-
padek ten mozna wykry€ za pomoca testow Glejsera i Breuscha-Pagana opisanych w podrozdzi
e i o. Dla modelu, w ktérym wystepuje heteroskedastycznosc o tej postaci mozna policzy€ est
tor UM N K pod warunkiem, ze znanay i «. W wigkszosci przypadkow parametry te sa jednal
nieznane. W tym przypadku mozemy postuzy¢ sie metoda dwustopniowa. Jak juz wiemy esty
MNK jest nieobciazony i zgodny nawet wtedy gdy w modelu wystepuje heterosked&stybrno
tuicyjnie wydaje sie uzasadnione, ze regrefjd ( ) na statej iz; da zgodny estymatar i .
Dla tak policzonych estymatoréi i & policzyc mozna warkei teoretyczné? = f (qp + ;).
Wykonywalnd/ M N K polega teraz na wystymowanld N K rGwnania

* * *
y; = x; 8+ ¢€;,



gdziey; = £ ax}; = Z=i Uzyskany w ten sposéb estymator bedzie asymptotycznie zgodr
i bedzie miaf asymptotycznle nizsza wariancje niz estymatdr K uzyskany z nieprzeksztatconej
regresji.

Literatura: Steward {997 str. 147-151, Greerl@97) str. 507-509, Chow1(995 str. 103-108,
Goldberger {972 str. 298-312. Theil1979 str. 244-257.

7.6. Estymacja macierzy wariancji kowariancji metoda White'a

Jak wczéniej wspominaBmy, estymacja macierZp bez ogranicze jest sprawa beznadziejna ze
wzgledu na zbyt mafa liczbe stopni swobody, ktérymi dysponujemy. Zauwazmy jednak, ze
wyestymowania macierzy prawidtowej formy macierzy wariancji-kowariancji estymaigra
wystarczy znale estymator macierziX'Q.X, ktéra ma wymiark x K. W przypadku, kiedy w
modelu wystepuije jedynie heteroskedasty&zmacierz jest diagonalna i

1 1
S=-X"QX =— 2!
n nZO'lSU’JCl

Pokazano, ze dla bardzo ogdlnych zafgzzgodnym estymatorei$i jest

~ 1
=— Z e2x;x)
n
tak, zgodnym estymatorem wariancji
S = Var (bunk) = (X'X) T X'QX (X'X) ' =%

jest
-1 -1

= (X'X) S, (X'X)



Estymator White’a umozliwia zastosowanie estymatgyay x i policzenie jego macierzy wariancji
nawet wtedy, kiedy nie jest mozliwe zastosowanie estymaigrze wzgledu na brak wystarczajacej
ilosci ograniczé narzuconych nf2.

Literatura: Steward {991]) str. 162, Greenl1(997) str. 504-505
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