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8. Metoda Zmiennych Instrumentalnych
8.1. Problem réwnoczesnsci w M N K

Przeanalizujmy model

y=XB+u, (8.1)
w ktérym macierzX zawierak zmiennych objéniajacychE (u) = 0, Var (u) = ¢°I aplim (7' X"
Q jest nieosobliwa. Problem réwnoczesobw takim modelu wystapi, gdy zmienne objgajace
sa skorelowane z odchyleniem losowym:

plim (TﬁlX/u) =q#0
W takiej sytuaciji

plim b = plim {(X’X)’1 X’y} — plim [(X’X)’1 X' (X8 + u)] =B +plim (X'X) "

X'u
— B+ plim (T7'X'X) ™ plim (T7' X'u) = B+ Q¢
z czego wniosek, ze w tym przypadku estymatbN K parametry3 nie jest estymatorem zgodnym.
Zmienne, ktére spetniaja warunpkm (T*lX’u) = 0 nazywamy zmiennymi z gory ustalonymi
Zazwyczaj zmiennymi z géry ustalonymi sa zmienne egzogeniczne i zmienne endogeniczne opé
Jednak i od tej zasady moga isthi@yjatki. Pokazuje to nastepujacy przyktad.

Przyktad 8.1 W modelu danym réwnaniami
Y =0+ Qyr—1 + w
Ut = € + PE¢_1
zmiennay;_; hie jest zmienna z gory ustalona, poniewaz

E (yi—1,ut) = E(6 4 dyr—1 + &1—1 + per—a, ¢ + per—1) = po” # 0



8.2. Wiasnaci metody zmiennych instrumentalnych
Metoda zmiennych instrumentalnych umozliwia uporanie sie z problemem réwnoézesnd/
takiej sytuacji, aby uzyskazgodny estymatqgB powinnismy zastosow@estymatoM etodyZmiennych
Instrumentalnych X/ ZT). Aby zastosow@ ten estymator musimy znakezawierajacg zmien-
nych macierz instrumentalnyd¥ , to jest zmiennych skorelowanychX ale nieskorelowanych z
zaburzeniami losowyrmd. MacierzW zwiazana ze zmiennymi instrumentalnymi powinna spétnia
nastepujace zatozenia:
Zatozenie 8.2plim (n~'W'e) =0
Zatozenie 8.3plim (n ™ 'W’'X) = Qy x i Rank (Q ) = K
Zatozenie 8.4 plim (n~'W'W) = Qv | Qyyy jest nieosobliwa

Zbudujmy nastepujaca macierz watoteoretycznych zmiennycX wygenerowanych z re-
gresji na zmiennycv:

X=W(WW) WX=PyX (8.2)
gdziePy = W (W’W)_1 W’'. Zauwazmy, ze macierPy; jest macierza symetryczna i idem-
potentna, poniewaPy, Py = Py = Py,. Regresjay na wart@ciach teoretycznycﬁ(\ daje
wzér na estymatoM Z I

b= (32’?)71 Xy=(X'PwX) ' X'Pyy (8.3)

= (x'w (w'w)" w'x) T xw (ww) T Wy

1w literaturze angielskiej rownoczesstookresla sig terminensimultaneity.



Uwaga 8.5 W macierzy instrumentéw moga pojawiac sie zmienne bedace réwnoczesnie elemer
macierzyX pod warunkiem, ze sa to zmienne nieskorelowandd&li ; nalezy doW, toz; = x;.
Ze wgledu na waruneR.3 ilo§¢ zmiennych instrumentalnych musi by¢ wieksza lub réwna ilos
zmiennych objeniajacych tak, ze > K + 1. Jesli p = K + 1 to estymator§.3) upraszcza sie do
estymatora:
b= (W'X) ' W'y (8.4)

Twierdzenie 8.6 Jesli prawdziwe sa zatozenia 19 2.21oraz zatozenia.2, 8.3, 8.4t0 estymator
M Z1I jest estymatorem zgodnym nawdfijelim (X'e) # 0

Dowadd.

~ _ -1 -

plimb = plim (X'W (W'W) "' W'X)  X'W (W'W)™ Wy

—1
=B+ plim (XW (W'W) ' WX) X'W(WW) We

= B+ plim (0 X'W (0 W'W) 0 WX TaXW (o WW) T We

=B+ (QwxQuwQwx) QwxQuw0 =8

Twierdzenie 8.7 Jesli prawdziwe sa zatozenia 19 2.21oraz zalozenia®.2, 8.3, 8.4, oraz to wari-
ancjab,;z; Wynosi

n"EW'e 2 N (0,0°Quw) (8.5)
to rozktad estymatord/ Z I jest dany

) N0 s



przy czym zgodnym estymatorem wariancji kowariaﬁj}ﬁstib =52 (/)5/3(\) , poniewaz
plimn [ib — Var (g)} =0
gdzies? jest dowlnym zgodnym estymatorem parametru
Dowdd. Podobny do dowodu na analogiczne wiasti@symptotyczne estymatald N K. m
Zauwazmy, ze we wzorze tym wystepuja nieznany parantetMozna go zastapijego zgod-
nym estymatorer@? danym wzorem
., ¢€e
o= —,
n
gdziee = y — Xb°.
Testowanie hipotez ztozonych w przypadkiZ I wyglada podobnie jak w przypadku N K.
Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8.8 Dla spetnionych zatozeh z twierdze®i& hipoteze zerowdl, : H3 = h mozna
przetestowat za pomoca testu o wzorze

() [ (%) 1] (11b )

=2
g
Do testowania takze uzy¢ przeksztatconych sum kwadratow reszt z estyfaacji

D 2
Xg

~1 ~ ~ ~
epPwer —€ePwe p ,

= — X
g2 9’

gdzieer sa resztami z modelu z ograniczeniana eesztami z modelu bez ograniczeh.

(8.6)

2Zwrétmy przy tym uwage, 78 = y — X b # & = y—/)?l;.



Dowadd. podobny sposéb jak w przypaddd NK. m
Literatura: Steward {997 str. 135-144, Greerl@97) str. 288-295, Chow1(995 str. 139-140,
Goldberger 1972 str. 364-367.

8.3. Testowanie egzogeniczBoi

Z powyzszych rozwazawynika, ze egzogeniczBojest zatozeniem, ktérego prawdzisama kap-
italne znaczenie dla poprawsm wynikidw estymacji. Jest to zalozenie, ktore mozna testowa
Ponizej padamy dwa testy, ktérymi mozna sie postudy testowania egzogenic&wd zmiennych
oraz do testowania prawidto®oi zastosowanych w procesie estymacji intrumentéw

e Test na egzogeniczri& Hausmana
Test Hausmana mozna przeprowa&c@sli mamy dwa estymatory o nastepujacych&eisvosciach

1. jesli Hy jest prowdziwa td jest zbiezny @ jest asymptotycznie efektywny

2. jesli Hy jest fatszywa jest t® jest dalej zbiezny, alé jest asymptotycznie obciazony

Test Hasumana polega na sprawdzeniu, czy oszacowania parametréw uzyskanych za po
estymatorad i 6 sa do siebie szi'zgne. W naszym przypadiy brzmi,;zeX jest egzogeniczne.

W takim przypadku role estymatoéapetni estymatoi/ Z 1 a estymator& estymatorM/ N K. Jesli
H, jest prawdziwe iX jest ogzogeniczne to tatwo pokdzae

Vi (barzr = bank) =2 N (0, Sy 01— bair)
CO oznacza, ze statystyka
- —1 o
(brrzr — bunk) (EbMZIfbMNK) (brizr —buNk) — X5

gdzieg jest iloscia zmiennych, ktérych egzogenicsadadamy.



Zauwazmy, ze w fecie tym sprawdzamy, czy obciazenie estymatafd/ K jest rowne zeru.
Rozwazmy regresje
y=Xp+X~v+e¢ (8.7)
gdziejf\ sa wart&ciami teoretycznymiX wygenerowanymi za pomoca instrumentd¥. Za-
uwazmy, ze

—~ —~\ —1 ~/
7= (XMxX) XMy (XB+e)
—~ —\ 1 ~/ — —\ —1 ~/
— (X MXX) X MxX3+ (X MXX> X Mxe
1 N ) R , 1 oy
- (X' MiX) X'et (X MxX) X X(X'X) Xe
J&sli hipoteza zerowa o egzogenicawd X jest prawdziwa, to zar6wni e jak i X'e daza do
zera co implikuje, zeplim () = 0. J&li jednak hipoteza o egzogenicAwm jest falszywa to
plim (X'e) # 0 i w konsekwencji takze
. ~ . -/ =\ 1= 1 —1 7
plim (3) = plim (X MXX) XX (X'X) X'e
— N P _
= plim ((X'MXX) X'X) plim ((X'X) ™" X'e)
= Q (plim (b) — B) # 0

— -1~
gdzieQ = plim <(X/MXX) X/X) . W efekcie tatwym do policzenia wariantem testu Haus-

mana na egzogeniczséjest procedura polegajaca na testowaniu hipotezy 0 w modelu8.7.



e Test na poprawndst intrumentdéw Sargana

Innym testem zwiazanym z egzogenic&oia jest test na poprawsintrumentéow Sargana. Za-
uwazmy, ze

e=(I-X (X'PwX) ' X'Pw)e
Pyé— (PW —Py X (X'PyXx)" X’PW) e = Mye

Catwo sprawdd, ze My, jest macierza idempotentnai (M) = p — K. Jesli prawdziwe za-
tozenieHy, ze instrumenty sa nieskorelowane z btedami losowymi, to

Statystyka ta moze stugzydo badania prawidtovézi doboru zmiennych instrumentéw.

Literatura: Steward {991]) str. 144-146, GreerlQ97) str. 443-444.
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