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9. Nieliniowa Metoda Najmniejszych Kwadratow

9.1. Regresja nieliniowa

Modele liniowe sa w ekonomii czesto niewystarczajace jako przyblizenie prawdziwych Zsteznc
miedzy zmiennymi. Uogélniajac model liniowy mozemy estymowarametry rownania

yi = h(xi, B) + &
gdzieh (e, @) jest pewna funkcjag; jest wektorem zmiennych egzogenicznyBhyektorem parametre
estymowanaych, &&; btedem losowym. Taka forma réwnania regresji,cbgolniejsza od regresji
liniowe] nie wyczerpuje jednak wszystkich mozlig, na przyktad zalezisaiy; = ﬁ nie da
zapis& w ten sposob. Podobnie jak w przypadkliV K takze w przypadku nieliniowej regresiji za
estymator parametr@ przyjmujemy takieb, ktére zapewnia najlepsze dopasowajie- h (x;, b)
doy;. Za kryterium dopasowania przyjmujemy tak jak w przypadkwv K sume kwadratoéw reszt.
1< 1« . 1«
5(b) = 52[% — h(zi,b))* = 52(% —9)° = 525?
i=1 i=1 =1
Warunki pierwszego rzedu dla problemu

mbinS (b)
maja posta uktadu rowna nieliniowych:
9S(b) . . Oh (i, b)
b *Z[yz *h(l‘zab)]T

=1
Uklad ten z regdly nie ma analitycznego analitycznego rozwiazania. W zwiazku z tym pojawi
sie dwa problemy. Po pierwsze jak przeanalizomdasnéci estymatoraV M N K nie znajac jego
nalitycznej formy a po drugie w jaki sposéb mozna znalwartdst tego estymatora.



9.2. Zlinearyzowana regresja

Wiasndsci estymatordv M N K zbadamy postugujac sie zlinearyzowana wersja nieliniowej regres
Zamiast rozwazZawtasnaci nieliniowej funkcji

yi = h(z:,8°) +ei
skorzystamy z rozwiniecia Taylora, uzyskajac liniowej aproksymacije tej funkcji. Dla pewnegc
gory ustaloneg@’, mamy

Oh (i, B°
R
oh (x;, B° oh (x5, 3°
= h (@i, 8°) - %;)W+ gé Lo
Dla niewielkich wartéci 3 — 3° taka liniowa funkcja bedzie dobrym przyblizeniem prawdziwej
. 30
wartosci h (x;, 3). Oznaczmy jakec) = %ﬁ’;’f), a wtedy

vi = h (@, 8°) — 2)B" + i B+ e
Jednak tak zdefiniowana funkcja nie ma jeszcze postaci regresji liniowej, poniewaz po prawej str
znajduja sie nie zwiazane z nieznanymi parametrami elerﬂe(mty, ,6'0), m?,@o. Mozna je jednak
przeni&t na lewa strong i definivjag) = y; — h (xi, 8°) + z?8° otrzymujemy
Y =~ x) B+ ¢
ktore to réwnanie ma juz post&lasycznego réwnania regresji. Tak zwanym pseudoregresorami

. 30
tym réwnaniu sa elementy wektoss) = %ﬁgf), a wiec pierwsze pochodrie(mi, ﬁo) wzgle-



dem elementéw wektor@’. Regresje te mozna zapésa postaci macierzowej
Y’ =XB+e¢ (9.1)

gdziey’= | : |, X°=| :
0 (L’O
Odpowiednikiem tej regresji bedzie wyestymowane rownanie postaci
¥’ =X +e.
EstymatorN M N K minimalizuje sume kwadratow reszt
1 — 1<
5(b) = 52[% —h(wi,b)f = 526?
=1 i=1
Warunki pierwszego rzedu dla tego estymatora mozna Zajska
i oh (z:,8°)

OO S e h(ab) 200D S (g0 %)

_— = — X O/e = 0
0
9b i=1 b i=1 B

Warunek ortogonalr&zi wynikajacego z tego uktadu réwimgest identyczny do tego, ktéry pojawia
sie w kontelscie M N K. Korzystajac z9.1) otrzymujemy ukiad réwrfaliniowych

_XOIeO — _XOI (yO _ Xob) =0

ktéry po rozwiazaniu daje nam estymator dla regresji zlinearyzowanej (XO’XO)71 X090,
Estymator ten jesbliski estymatorowiN M/ N K parametry3 pod warunkiem, zg° i X" zostaty
policzone dlad’ bliskiego, ktéry uzyskalibgmy znajdujujac miniumum di& (3). Oczywiscie

w praktyce takig3’ trzeba jaké znalez i w zwiazku z tym estymator zlinearyzowany bedzie stuzy}
nam gtéwnie do rozwaisteoretycznych.



9.3. Asymptotyczne wtasnéci nieliniowego estymatora metody najmniejszych
kwadratow

Warunki zbieznéci i normalné&ci wynikaja z wkasnsci regresji zlinearyzowanej, przy czym wyrazor

sa poprzez wlasiszi macierzy pseudoregresor& policzonych dla prawdziwej wiell&zi parametru

3. W zwiazku z tym warunki na zbiez8b estymatora sa identyczne jak analogiczneMI& K .
Dla zbiezné&ci estymatora konieczne warunkiem jest, by

plim <XO/X ) = plimn _12 <8h (i, B) ) <8h éwﬁz,’ '6)) =Q (9.2)

gdzieQ, jest macierza skczona oraz asymptotyczny brak skorelowania mighizyi e:

X% -
plim ( - ) = plimn~! ;w?ai =0 (9.3)
Asymptotyczny rozktad normalny estymatdil/ N K posiada, gdy dodatkowo
L xre= L zn: 2l 2 N (0,0°Q,) (9.4)
vn Vn =

Podobnie jak w przypadkd/ N K zgodnym estymatorem wariancji bledu losowego bedzie
s2 _ iz [yi — h(zi,b)]” _ee

n n
przy czym jest to estymator zgodny. Zaleca sig stosowanie poprawkisgastlmpni swobody, chio
w matych probach estymator ten jest i tak obciazony. W wersji z poprawka estymator ten nta po

/
9 ee

n—k




Twierdzenie 9.1 Dla pseudoregresorow spetniajacy zalozefia, 9.3 9.4 estymator asymptoty-
czny rozktad estymatora Nieliniowej Metody Najmniejszych Kwadratéw ma postac

Vi (b= B) = N [0,0°Q, ]
gdzieQ, = plim (%Xo) Zbieznym estymatorem asymptotycznej wariancji estymatest
Sy =52 (X7x°)7
Dowdd. Podobnie jak w przypadkid N K.
Vi = B) = Vi [(X"X°) 7 X" - g]
=V [(X"X%) 7 X" (X8 +¢) - 6
= Vi [(X"X°) 7 Xe]

xXvx0 1
:(1z>.ﬁﬁfiNNf%ﬂ

9.4. Testowanie hipotez w modelu nieliniowym
Rozpatrzmy ogolna hipoteze nieliniowa postaci
HO . H(ﬂ) = h,
ktéra ma posta uktadug réwnah nieliniowych. Oznaczmy pochodna funkcji wektorowdj(3) ,
jako
_0H ()

CB)= "5y



i zauwazmy, ze rozwinigcie Taylo# (3) wokot b ma posta
OH (B)

H (b) ~ H (B) + =55 (b= 5)
a wiec
) - HE)~ " - p)
i w konsekwencji przy zatozeniu prawdziga H, otrzymujemy, ze
HE) -h~ 0 g —c(a)6-p

0B’
WariancjaH (b) — h bedzie wiec wynosi
Var [H (b) — h] = C (B) Var (b — B) C' (B)
Jesli estymatom jest zbiezny wedtug prawdopodobi&wa i ma asymptotyczny rozktad normalny,
to
H (b) —h 25 N (0,C (8) Var (b) C' (8))

a
[H (b) — h]' [C(8) Var (b)C' (B)] ' [H (b) — k] > x,

Zwykle C (3) i Var (b) sa nieznane jednak mozna je zastapi powyzszej formie kwadratowej
zbieznymi estymatoran® (b) i ¥, otrzymujac ostateczna forme statystyki

~ -1
W =[H (b) - ' [C()SC'(8)] [H (b)-h] - x,
Statystyka o tej formie nazywana jest statystyka Walda.
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