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10. Metoda Najwiekszej Wiarygodndci

Jedna z najpopularniejszych metod estymacji parametrow pbxak jest M etodaNajwiekszej
Wiarygodndci. Metoda ta wykorzystuje do znalezienia estymatoréw parametréw funkcje wiar
godndci dla analizowanej préby. EstymatorédhVIW sa takie wielk&ci parametrow, dla ktérych
funkcja wiarygodnéci dla analizowanej préby przyjmuje maksimum. W tym rozdziale bedziem
analizow& wlasnéci estymatoréwl/ NW oraz opiszemy kilka najpopularniejszych zastosoveg
metody w ekonometrii.

10.1. Wihasnaci metody najwiekszej wiarygodn&ci

Zalbzmy, ze mamy probke ztozonarzniezaleznych obserwacji pochodzacych z warunkoweg
rozktadu o gesteci fy (y;| x;) 1 zaldzmy, ze postafunkcji fy (-) nie zalezy odn a jedynie od

0 € © C R*. Poniewazy, jest losowa, wiec warkt funkcji f (y;| x;) jest takze losowa. Przy
tych zatozeniach taczna funkcja gestodla zaobserwowanej proby, nazywana dalej funkcja wiary
godndci jest dana wzorem:

L(8,ylx) = fo(ylz er TAEDE

gdziey = (y1,...9,), € = (x1,...,x,)iy €Y. Logarytm funkcji wiarygodnsci ma nastepu-
jaca posta
£(6,ylz)=InL(0,y|x Zlnfﬂ HED) Z&‘(O,y”wi)
=1

Najczgciej bedziemy pomifay i « orazy; i ; i pisaC £ (0) , L (0) i ¢; (0). Estymatorem\/ N W
jest takie@ dla ktdrej funkcja wiarygodr&ci ma najwieksza wargd 6 = argmax ¢ (0). W dal-
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10.2. ldentyfikowalncst parametrow

Dla dowolnego wektor parametréve ©, mozemy oszacoviana podstawie obserwaciji zmiennej
losowejy tylko wtedy, gdy obserwacje te sa generowane w taki sposoéb, ze taczna funkcfscgest
y, ma dla pewnegdle| > 0 nastepujaca wtasso

L(0,y|X)#L(0+e,ylX), (10.1)

dlapewnej préby(y, X). Gdy (10.1) jest spetniona, dlds| < ¢ i pewnegod > 0 moOwimy o
lokalnej identyfikowalnéci. J&li jest spetniona dla wszystkiah to méwimy o globalnej identy-
fikowalndsci. Do wyprowadzenia wlasBoi metody najwiekszej wiarygodao wystarczy lokalna
identyfikowaln&t parametrow.

Gdy warunek {0.1) nie jest spetniony dla pewnéj= 6 + e, wtedy nie ma mozliwéci rozréznieni
na podstawie obserwacji, czy prawdziwa funkcja wiaryg&dng jestL ( 0, y| ) czy tezL (é, y‘ :c) ,
poniewaz obie z nich generuja identyczne prawdopodsitieay. Reguta jest, ze jedynym sposobem
dzieki ktdremu mozna zidentyfikowaarametry, jest siegniecie po informacje spoza préby.

W kontelscie M NW przyczyna, dla ktorej identyfikacja parametrow jest, ze w przypadkt
kiedy 10.1 nie jest spetnione niemozliwe jest takze znalezienie unikalrﬁbg[aksymalizujqcego
funkcje wiarygodnéci. Dla podwajnie rézniczkowalnej funkdji(@) ujemna okrélondst macierzy
drugich pochodnych jest wystarczajaca do znalezienia takiego lokalnego maksimum i z tego pov
ten warunek jest wystarczajacy dla lokalnej identyfikacji parametrow.

Problem identyfikowalngci parametrow bedzemy jeszcze wielokrotnie rozpattyw&ontelks-
cie konkretnych modeli statystycznych.




10.3. Zbiezn&t estymatorow M NW

Po to by udowodri zbiezn&t estymatorowMNW postuzymy sie nastepujacym prostym lematem,
ktory mowi, ze wart&¢ oczekiwana funkcji wiarygodrszi przyjmuje maksimum dl@ réwnej
prawdziwemu parametrowi.

Lemat 10.1 Jesli 6 jest identyfikowalna i dla kazdegbe © z prawdopodobiehstweinzachodszi,
zel (0) £ 0, to dla kazdege
E[()] 2 E[(6 +¢)]
przy czym rowngt zachodzi jedynie dia= 0.
Dowdd. Rozwihmy najpierw funkcje logarytmiczna dla> 1 wokot 1
1 1 s 1 9
gdziez € [1, z]. Zauwazmy teraz, ze

In(z) =In(1) +

E[0(0 + ¢)] — E[£(0)] :/m (L(La(:’—)s)>L(9)dy
Y

wykorzystujac wzor10.2) dlaz = L(L"(‘gf) otrzymujemy

dy <0,

2
E[0(6+¢e)]-E[((0)] = /L 6 +¢) dy—/L (0) dy_/ % [L (6 +LE()0; L(6)
Y Y Y

poniewazL (6 + ) i L (0) sa funkcjami gestri a z definicji funkcji gesteci wynika, ze jej catka
po calej przestrzeni zdarzgest réwnal, wigc

/L(O—i—e)dy—/L(B)dy:l—l:O

Y Y



Rowndast bedzie zachodziedynie dlee = 0, poniewaz z identyfikowalrizi parametrow wniosku-
jemy, ze z # 0wynika, ze istniejgy dla ktoregaL (0 + €) # L (6) itymsamym| [L (6 + &) — L (0
Y

Lemat 10.2 J&sli a,, = a > 0, tolim,, . Pr (a, > 0) = 0.
Dowdd.

0 < lim Pr(a, <0) < lim [Pr(a, <0)+ Pr(a, > 2a)]

n—oo n—o0

= lim [Pr(Ja, —a|>a)]=0

poniewaz z definicji zbieznosci wynika,le,, . [Pr (Ja, — a| > §)] = 0 dla kazdeg® > 0, a
wiecidlad =a. m

Podane nizej twierdzenie podaje warunki zbi&mestymatord/ NTW

Twierdzenie 10.3 Jesli funkcja/; (9) jest rézniczkowalna dla kazdéje © z prawdopodobiefst-
weml i 0 jest lokalnie asymptotycznie identyfikowalnaraz dla kazdege

n (@ +¢e)=n"" Zéi 0+¢) > E [n=10(6 + )] > —oc0
i=1
to

2.0

Uwaga 10.4 Zwykle zaktada sig, 2&[¢; (0)] = ... = E[(, (0)], Var [¢; (8)] = ... = Var [{,, (0)]
i wtedy to, zen ! Z l; (8 + ) 2 E[4; (0 + €)] jest konsekwencja stabego prawa wielkich liczb.
i=1

D

Dowdd. Z lematu (L0.1) wynika, zeE [n =14 (8)] > E [n=1(6 + ¢)] dla kazdege, a wigc
n E(0) (0 +¢e)] > lim E{n ' [((0)—£(0+¢)]}>0



Z lematul0.2wynika, ze
lim Pr{¢(@)—¢(0+¢)<0}=0

Prawdopodobigstwo, zef (6) nie jest maksimunt (-) dazy do zera. W konsekwendi - 6,
gdzie® = argmax/(0). Dla ¢(0) r6zniczkowalnej,@ znajdujemy jako rozwiazanie réwnania
0

060
8(0) =0. =

10.4. Rozkiad estymatorowM NW

W tym rozdziale dowiedziemy waznego i uniwersalnego twierdzenia dotyczacego rozktadu esty
gpréwMNV\/. Ma ono fundamentalne znaczenie dla wnioskowania statystycznego na temabatasn
0.

Twierdzenie 10.5 Jesli 6 nalezy do wnetrz®, L (0) jest podtréjnie ciagle rozniczkowalna wzgle-

dem kazdeg® z prawdopodobiehstwer L (8) # 0 z prawdopodobiefstwemn spetione sa
warunki regularnosci

0 0
Y
0? 0?

—— [ L(O@)dy= | ——L(0)d 10.4
o | L©)dy= [ o 6)dy (104)

Y Y

warunek 52 (91(6)/ 96,

P =0, (1) dlaj =1,...,k 10.5
‘ 8080/ OP( ) a‘] 9 9 ( )

i warunek lokalnej identyfikowalsgi parametrow
1(0) = lim %,(6) >0 (10.6)

n—oo



przy czym

= () e (50)

to rozktad estymatord/ N jest dany wzorem
N (5 - 9) L, N (0,7 (9))

Dowdd. Funkcja wiarygodnsci jest funkcja zmiennej losowej i tym samym moze lsama
traktowana jako zmienna losowa. Z ogdinych wiasridunkcji prawdopodobigstwa wiemy, ze

/L (0)dy =1
Y
gdzieY jest zbiorem mozliwych war&zi wektora losowegg = (i}, . .. ,y,) . Zauwazmy, ze
or®) 1 0L(9)
00 L(#) 00
Jesli spetnione sa warunki regulasm (10.3 i (10.4), to wart&t oczekiwana pochodnej funkcji
wiarygodndci jest rowna zero:

5 [0 [P [0 5(70) o
Y

Y

poniewaz
01

0
Y



W ten sam spos6b mozemy pokéazae wariancjd (0) jest rowna Hessianowi/ (0):

(';;!L(e)dyzy/ai (%?Lw)) dy

9%(0) a0(0)IL(B)
000 “ O W [ =557 g W =10
Y Y
co implikuje, ze
O0(0)DL(0) , [ 0L(6) DL (B) B AC)
90 o0 W= | “ag oy DO dy=Var{ 4
Y Y
_ 9°L(6) _ PLO)\
[ Gaagt@au = (552 ) = 1.0),
Y

gdzie I (9) nazywamy macierza informacji Fishera. Poniewaz zal6myi, ze poszczegdlne ob-

serwacje sa hiezalezne, wiec
ore)\ "L 00; (6) B " ol (0)\ - 9% (0)\ .

Var<80)Var<; );Var< );E((’)an/)mnw)

I, (0)=ni, (0)

Z prawa wielkich liczb wynika ze jﬂi prawdziwe jest zatozenid (.6, to

¢; (6) : _ 0l (0) )
Z 89 80’ £, nlingon ! Var (60) =1(0) (10.7)




2L ~ 9% ( 021, (0)
-t = lim n-1! .

z czego wynika, &40 — 0, ( ) Dodatkowo

E (i_l ) ag?) =i ' (O)E (ag;u) =0

lim Var( i1 () aggm) =4i1(0) lim n~! Var (82(:)) it @) =1i"(0).

n—oo n—oo

Namocy (0.6 macierz~* () jest skaiczona, wigc z centralnego twierdzenia granicznego wynik
ze
R ot () 1 "~ 0(; (0) D .
2 1 _ L = 2 1 — 1
n~2¢ () 50 n"2¢ () DT N (0,71 (0)) (10.9)
Rozwazmy teraz estymat@¥ policzony jakof = arg max ¢ (), czyli jako taka wart&t 0, dla
ktorej warta&t funkcji wiarygodnéci jest najwieksza Przy spetnionych zatozeniadh%) i (10.6

spetnione sa zatozenia twierdzedi@a 3i tym samyme 0 = o, (1) . Mozemy wiec zastosovéa

twierdzenie 17.39 do rowinigcia kolejnych elementéw wektor%(e—) wokot 0 tak, ze

o¢ (e 2 _
-2 (i) (-0) v

N . .
Poniewaz dlaf; (+) ciagtych w maksimumag(—ee) =0,a (g(féz,)) =0, (n™!) wiec

~ (%(0)\ " ar(0) _
0—9_—(8060,) 50 +0,(n71) (10.10)




Z wczesniej podanych wyprowadaevynika, ze

n

o 0-0)= (o) v e () SN o)

stosujac, inny mniej formalriyzapis
0-0-2 N(0I7(0)

]
Whniosek 10.6 (niezmienniczos€) Estymatdd N1 dla w = g (), gdzieg (0) funkcja zdefin-
iowana na®©, roznowartosciowa i niezalezna od jest dany wzoren = g (5) Jesli¢(0)
spetnia warunki twierdzenialQ.3), to

~ P

W — W
Whiosek 10.7 Jesli £ (0) spetniajaca warunki twierdzenid (.5 i g (0) jest podwojnie rézniczkowaln

oraz
9%g (0)
0006’

= OP (1)7

to rozktadw jest dany wzorem

[N

n

D (0’89 0). 4

- dg (0)
@ -w) 2 (0220 )

T

1Zapis ten jest w zasadzie niepoprawny, skorordla— oo macierzI —! (8) — 0. Niemniej jest on czesto stosowany,
poniewaz w prébach skezonych zazwyczaj interesuje nas zazwyczaj wariaf\canie/n6.



Dowdd.

w g (w)

@ = argmax/,, (w) =g (arg max/y (g~ (w)))

=g <arg max/{y (0)) =g (5)
]
Do dowodu drugiego wniosku mozemy, przy przyjetych zatozeniach, wykokziggtardzenie {7.39

A 99 (0) (5
Z twierdzenia (0.5 i twierdzenia Crameral(/.29 wynika, ze

\/ﬁ[g (5) *9(0)} 2 agé,)n,

gdzien ~ N (0,3 (6)). m
EstymatorM NW funkcji parametréw jest rowny funkcji estymatoréw tych parametréw. Macier:
informacji Fisheral (0) jest pewna funkcj®.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze przy spetnionych zatozeniach twierdk@riia

00 06’

—1i ( <6))i>i(0) (10.11)
0006’



i jesttym samyni 0 jest zgodnym estymatorefr{@) . W praktyce czesto trudno jest analitycznie
policzyt wariancje gradientu lub wardo oczekiwana hessianu funkcji warygodeo Mozemy jed-

nak skorzystaz tego, zeﬁ i aa:;a(e/) sa nieobciazonymi estymatoraf.?) i 8;58(9,)
1

wielkich liczb wynika, skorci™ (0) jest zbiezny, to we wzorzel(0.11) mozemy zrezygnowaz
operatorow wartsci oczekiwanych.

Z prawa

Lemat 10.8 Przy spetnionych warunkach twierdzeni®(5 estymatory macierzy ! () postaci

i (8) =n! zj: ae;ge) ag;g;) 2, 5(0) (10.12)
i
o (N) - —1zn: a;ia(a) .5(6) (10.13)

i sa tym samym estymatorami zgodnyml. Estyma’IOrl@ nazywany jest estymatorem BHHH
(Berndt, Hall, Hall, Hausman).

W konsekwencii estymatoreMar( ) bedziel,, (0) = ni, (5) lub T, (5) = ni, (5) .
W prébach skbczonych te dwa sposoby I|czen|a estymatory wanaadpeda Z reguty dawaly

rézne wyniki. Bardziej popularny jest estymatbr ( ) poniewaz wymaga policzenia jedynie
pierwszych pochodnych (6).



Uwaga 10.9 W praktyce czesto definiuje sie wektor (score)

D, (8 Dt (8)’
G= : , G = :
D¢; () De; (5)’
co pozwala zapisat estymator BHHH jako
D((0) =G'l
De(9) =&

i(0)=n"'G'G= zn: Dt; (8) D'¢; (0)

i=1
W(8)=nca

Na zadnym z etapéw dowodu nie zaktadally, ze macier (§) < co a tym samymi ' ()
jest nieosobliwe. Okazuije sie, ze przypadek, dla ktéredq6) jest osobliwe jest w ekonometrii
bardzo wazny.

Whiosek 10.10 Estymatory najwiekszej wiarygodnosci sa estymatorami zgodﬁyrrfv *,0a
ich wariancja jest asymptotycznie réwna dolnemu ograniczeniu Rao-Cranméréd). Estymatory
te sa wiec asymptotycznie efektywne. W malych probach estynidtdii” moga byt zaréwno
obciazone jak i nieefektywne.



10.5. M NW iliniowa i nieliniowa M N K

e Estymacja K M RL metoda najwiekszej wiarygodndci
Zaldézmy, ze spelnione sa zatozeid/ RL. Z zalozé tych wynika, ze obserwacje sa po
niezalezne a rozktag; jest dany
Yi ~ N (wh@a 02)
Funkcja gestsci dla pojedynczej obserwaciji jest dana wzorem:

1 A2
N Ry

202

Funkcja wiarygodngci bedzie wiec réwna
-3 - (yi — fBzﬂ)Q
L(8.0%) = (270%) " exp (— D

= (210%) " exp (~ s (v - XB) (v - X))

a logarytm funkcji wiarygodn&ci bedzie miat posta

n n 1
((B,0%) = =5 m(2m) = 5In (o) — 55 (y - XB)' (y - XB)
Warunki pierwszego rzedu na maksimum sa dane wzorami

o(B,o%) 1 oy oy

ol (B, 0> o1 '
b a0 X X o



Wynika z tego, ze estymatoraid NW w K M RL parametrow3 i o2 sa
B=(X'X)" X'y
~\/ ~
(v-x8) (v-XB) e

n
gdziee =y — Xb
EstymatorM N K parametru3 ma taka sama pogtgak estymatorM NW tego parametru.
EstymatoryM NK i MNW o2 rdznia sig, przy czym estymatdf NW jest zgodny ale obciazony
w matych prébach
E(Ez) :E(ee) :7n—K—1E(82) :771—[(—102 — 02
n n n

Macierz informacji Fishera dla estymatordWd NW liczymy znajdujac macierz drugich pochod-
nych logarytmu funkcji wiarygodrgzi

025 (ﬁ,O'Q) B X/X

oo o2
626 6702 n 1 1 n 1 1 /
ﬁ*§§*g(y*Xﬁ)’(anﬁ):§§ el
0% (8,0?) 1., -
98007~ giX (XB-y)=-5X'e

PoniewaZt (¢) = 0 aE (¢'e) = no? wiec macierz informacji Fishera jest rowna

B(-XX) E(;X’s))]_[x'x 0 }

o2
E(-gX'e)" E(55 - 5e'e 0 %

I1(8,0%) =— (10.14)

204




W rezultacie asymptotyczna macierz wariancji-kowariancji dla estymatbh1” bedzie rowna

o —1
Var <B7&2> _ I*l (ﬁ,Uz) _ [ o2 (XOX) ; ]

n

Zauwazmy, ze uzyskany wzér na wariancje estymaﬁé:j&st analogiczny do wzoru uzyskanego
dla estymatord,; yx | ze podobnie jak wW/ N K estymatoryM NW parametrows i 3 sa nieza-
lezne. Podstawiajac do wzoru #a' (3, 0%) estymatory3,52 otrzymujemy estymatory wariancji
Bia?

Var (B) =52 (X’X)_1 +0,(1)
2~4
Var (¢%) = % + o0, (1)
Na koniec warto zauwaky ze wielk&t logarytmu funkcji wiarygodngci w maksimum jest réwna

(A7) =2 m(em) — 2 (3) — =5 (v~ XB) (y — XP)

- ="M (52) = P =2
= 2ln(27r) n 2111(0) const 2111(0),

gdzie jakoconst oznaczylsmy cz&t wartdsci tej funkcji / (Bﬁ?), ktéra nie zalezy od wiell&zi
wyestymowanych parametréw.

e Nieliniowa Metoda Najmniejszych Kwadratéw
Wyobrazmy sobie, ze mamy model
yi = f(x:,0) + &

gdzie
e~N (O, O'2I)



afunkcjaf (x;,0) jest nieliniowa wzgledem wektora parametréwZlogarytmowana funkcja wiary-
godndsci dla tego modelu ma posta

((y.X.0)=—(5)mem) - (5)m( ;i f (@:0))?

Paramet@, maksymalizujacy funkcje wiarygodBoi powinien minimalizowa sume kwadratow

reszt
n N 2 n ~
. o ‘ _ 2
mgn ; (yl f (wZ,H)) méax ; €; (0)

Z tego powodu metode te nazywamy nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow. Jak mo
wywnioskowd z wyprowadza przeprowadzonych w kontg&ie Nieliniowej Metody Najmniejszych
Kwadratéw warunek pierwszego rzedu jest nastepujacy

o (y,X,0)
06 T 202
gdzie X" jest macierza pseudoregresoréw. Rozwiazujac warunki pierwszego rzedd ditezy-
mujemy, ze estymatak/ NW parametrwr? w tym modelu ma posta

XO/

1 & ~
~2 - 2
7= n 262 (0)
Z kolei wariancje estymatoré@ i 2 mozna policz¢ za pomoca postugujac sie odwrabc@m
I (0, 02) policzona dlad i 52. Posté tej macierzy jest analogiczna do postaci tej macierzy dl:

MNK .
Var (3752) _ gt (332> _ [ 52 (XO(/)XO) 224 ]



Wiele z testow, ktére zaprojektowano dla standardalWéy K mozna stosow@po odpowied-
nich modyfikacjach takze w nieliniowej/ N K. Szacowanie modeli nieliniowych staje sie coraz
bardziej popularne w ekonometrii, poniewaz mozna dzieki nim ugyelastyczniejszych form
funkcyjnych. Problemy numeryczne zwiazane z taka estymacja zostaty znacznie ztagodzone |
pojawienie sie szybkich komputerow.

Przyktad 10.11 Model CES
Uogolnieniem modelu Cobba-Douglasa jest madélS (ConstantElasticity of Substitution)

y = 12 + azah)?
Funkcja ta sprowadza sie do funkcji Cobba-Douglasa glla— 0 (ale jej szczegblnymi przypad-
kami sa takze liniowa funkcja produk¢ji = 1) i Leontiefdp — —o0)). Jesli zalozymy, ze funkcja
produkcji ma postat funkc{i' E'S to mamy otrzymamy model:
Yy = lan @, + azh, ] my

po zlogarytmowaniu stronami mamy
1
Iny; = ;ln [a12f, + asxh,] + &

i jesli n; miato rozktad lognormalny ta; = In (1) ma rozktad normalny, to do estymacji tego
modelu mozna uzy¢ nieliniowej metody najmniejszych kwadratow.

Program PCGIVE:
actual = Q;
fitted = (1/&0)*log(&1*K"&0 + &2*L"&0);



10.6. Testowanie hipotez W/ NW

Pozadana cecha estymatord@N TV jest tatwaC testowania ogranichenarzuconych na wektor
parametréwd. Zalozmy, ze testujemy ogolna nieliniowa hipoteze zerowa poéfgcih () = 0,
przy czym zaktadamy, zk (0) jest funkcja wektorowa g elementach i < k. Hipoteze ta mozna
przetestowa za pomoca jednego z trzech testoéw: ilorazu wiaryg&dnf ikelihood Ratio) (L R),
Walda (V) lub mnoznikow Lagrange’aL(@grangeM ultipliers) (LM). Wszystkie testy opieraja
sie na idei, ze hipoteze zerowa nalezy odrzyesli jej przyjeci wptywa istotnie na wynik maksy-
malizacji funkcji wiarygodnéci. W dalszych rozwazaniach bedziemy oznagako H (0) wektor
pierwszych pochodnych (0) wgledemé

oh (0)
H(6) ="
Okazuje sig, ze do wyprowadzenia rozktadéw statystyk testowych konieczne jest przyjecie
datkowego zatozenia, ze

Rank [H (8)i~' (0)H' (0)] = ¢ (10.15)

Zalozenie to gwarantuje, Zd (0) i~ ' (9) H' (0) jest odwracalna. Zatozenie to eliminuje z naszych
rozwaza przypadki, kiedyRank [H ()] < g oraz cz&t przypadkéw, kiedy ' (8) jest osobliwa.

Jako@ oznaczymy estymatak/ NW wyliczony bez ogranicAea jako@ r estymatorM NW
z warunkami pobocznymi. Aby policzystatystykeL M musimy zn& zaréwno@ jak i 0z. W
przeciwigstwie do statystykiLR testujac ograniczenia za pomoca testl/, musimy policzg
jedynie estymatof r, a w tescieWW jedynie estymato@. Ponizszy rysunek ilustruje graficznie dla
przypadku jednowymiarowd), jakie kryteria stosuje sie w poszczegoélnych testach byshikrezy
wprowadzenie ogrnicZesilnie wptywa na wynik maksymalizacji funkcji wiarygodsa.

Testy LM i W sa bardzo uzyteczne w sytuacjach, kiedy policz@wiaalbo Or sprawiatoby
duze problemy. Chooparte na nieco innym rozumowaniu wszystkie te testy sa asymptotyczi
réwnowazne i maja rozkfad asymptotycznj. Na rysunkul mozna zuwaz§, ze statystykiL M,



A
L)

N
o(f -

Rysunek 1:Przyktadowe wielkéci statystykV, LM i LR dlaHy : h (0) = 0.

LR, W moga sie znacznie roaniv matych probach. Mozna udowodnize dla modeli liniowych
zawsze zachodzi, ze

LM< LRLEW
W dalszej czesci tego rozdziatu wyprowadzimy formalnie rozktad estymatfa¥dl” z ograniczeni-
ami a nastepnie postaestowlV, LM i LR.

e WiasnaSci M NW dla estymatora z warunkami pobocznymi
Wyprowadzajac postaestymatora NW dla modelu z ograniczeniami mozemy posttizgie
funkcja Lagrange’a

L(0)=1(0)+XNh(0)



Oznaczmy jakoD/ (§R> = 240) - i D20(0) = 240 Warunki pierwszego rzedu dla tej

maksymalizacji beda miaty posta

a%gsv) . Dt (éR) v H (’éR) A=0 (10.16)
20| (o) -o

Jesli ograniczenie jest prawdziwe, to z twierdzehi@a3wnioskujemy, 7@ -2 6. Rozwijajac
D¢ (5 R) wokot 6 otrzymujemy z {7.39 i korzystajac z tego, z&/ (5) = 0 otrzymujemy:

DY ('éR) — D% ('é) (ER - 'é) + o, (1)
Poniewazf; — 8 = O, (n) a D% (b’) = 0, (n), wigc D¢ (ER) =0, (n) Mnozac to
réwnanie przez{p% ('é)} ~ otrzymujemy
60— 0= [D2£ (E)} e (ER) +o, (n7)
Poniewaz| D¢ (8)] " 20, (nY) , wigc
01 =0=0,(n"") 0, (n?) +0,(n") =0, (n"}).
Wykorzystujac ten fakt uzyskujemy z twierdzenia’ (39 lepsze przyblizeni@? (ER):

Dt ('éR) — D% ('é) (ER . 5) +0, (nY) (10.17)



Wstawiajac to do10.1§ mamy
H' (ER) X=-D% ('é) (5R — 5) +0,(nY)

Mnozac to réwnanie prze# (81,) | D¢ (8)] "2 0, ()
H (65) [0 ()] &' (65) A=~ (85) (65— 8) + 0, (n?).
Rozwiazujac to réwnanie dla otrzymujemy:
M= (ou) [0 (8)] (@)} (0) (00 -8) <0, (7Y) o9
Rozwinieciah (b’) wokét 85 i @ maja posta
h ('é) - H (’éR) ('éR _ 6) +0, (n7Y)
h(0)=H ) (8r—06)+0,(n")
przy czym skorzystaimy z tego, zéh (6) = 01 h (61 ) = 0. W rezultacie
H (1) (00-8) =H(6)(6-0)+0,(n") (10.19)

z czego wynika, ze

N={u (o) [0 (3)] " (00)} i@ (9-0) w0,0) 020



Wstawiajac do pierwszego rownania uktad0 (1§ mamy:
DY ('éR) —H (53) {H (53) [p% (’é)} e (53) }1 H (0) ('0“ - 9) +0,(1) (10.21)

a podstawiajac do lewej strony rownania wz® (L7 i mnozac przez{DQZ (5)} o =0, (n_l)
otrzymujemy
b 0= D% (0)] w (05) {1 (82) (020(0)) " 1 (6) }‘1 H (0) (6-0)
(10.22)
+0p (”71)

Odejmujac od obu stroé — 0 otrzymujemy z Kkolei

O — 0= {I - [p2 ()] T H (6r) {H (6x) [P2¢(6)) " H' (81) }_1 H (0)} (6-0)
+0p (n7")
Korzystajac z kolei z twierdzeni®0.5 zatozenia {0.15 oraz wzoru {0.13 otrzymujemy:
\/ﬁ(éR_e) L. N, P(8))),
gdzie
P(0)=i"'(6) —i ' (0)H'(0) [H (60)i™" (6) H' (6)] ' H (6)i™ (6).

Macierz P (0) jest macierza wariancji kowarianoﬁR. Macierz ta jest w ogolnym przypadku
macierza osobliwa, poniewaP () H' () = 0 a z zatozé wiemy, ze H' (9) jest macierza



o petnym rzedzie. Z jej formy mozna wywnioskolyaze asymptotyczna wariancja estymatora
Vn (53 - 9) jest mniejsza lub réwna wariangjin (5 - 0).

e Statystyka Walda

Statystyke Walda wyprowadzamy wychodzac z rozkiadu furﬂx(@) . Z wniosku10.6wynika,

ze dla prawdziweH i estymatoréé policzonego dla modelu bez ograniézieinkcja ta ma posiada
asymptotyczny rozktad

Jnh (b’) 2, N (0,H (0)i~" (6) H' (6)) (10.23)

Na podstawie tego samego wniosku mozemy we wzorze na wariancje tej fAraagtapt esty-
matoremM NW 6. Na podstawie twierdzenit7.77mozemy sformutow@anastepujace twierdzeni

Twierdzenie 10.12 Przy spetnionych zatozeniach twierdzehi@a5i zatozeniu {0.15
~\ / _ ~
W=h (e) [H ()T (0)H' (0)] 'h (a) 2., (10.24)
gdzieg = Rank (H (0)) .

Do policzenia tej formy kwadratowej wystarczy tnevartct estymatora@, to jest estyma-
tora dla modelu bez ogranidze Wada statystyki Walda jest fakt, ze watdormy kwadratowej
(10.29 moze, w matych prébach, bydzna sie dla réwnowaznych ale analitycznie réznych sfor
mutowah uktadu réwna h (0). MacierzH (0) I (6) H' (0) zastepujemy zazwyczaj macierza
1 (6)1 (o) ' ().

Przykiad 10.13 Testowanie hipotez nielinioweychM)\ RL. Zatbzmy, ze w modelu
yr = Bo + Br1we + &



chcemy przetestowac hipotezky : 5,0; = 1. W przypadkuK M RL estymator odwrotnosci
macierz informacyjnej ma postak ! (3) = &2 (X’X)_l. Analizowana hipoteze mozna sfor-
mutowat jakah (3) = By01 — 1. MacierzH (3) ma postat

_Oh(B) _
Hy (B) = 9 =5
oh (B)
H = =
12(8) = — 3 Bo
i w rezultacieH (b) = [b1, by]. Postat testu Walda w tym przypadku bedzie wiec nastepujaca
1 (boby — 1)°

2 by, bo) (X'X) " [by, bo)’

Sformutujmy teraz te hipoteze w rownowazny sposéb jhke= é. Hipoteza ma wiec postat
h(B) = o — 5;-MacierzH (3) ma postaé

Hy, (5) = agﬁ(f) =1
H,, (B) Oh(B) = il



Postat testu Walda w tym przypadku bedzie wiec nastepujaca

L (wed)

W= — :
02 [l,é} (X/_X)71 {17%}l
1 (boby — 1)°

- ~ li

7 o] (%) [, ]

Widact teraz, ze dla dwdch réznych sposobow zapisu tej sAnejrzymalismy dwa rézne wzory
na statystykéV. Przy zatozeniu prawdziwoS&E, obie te formy sa asymptotycznie réwnowazne, b
plim (by) = plim (ﬁ) dla Hy : fy = 5-. W malych prébach ststystyki te moga sig jenak istotni
roznic.

e Statystyka mnoznikéw Lagrange’a (LM)

Jesli Hy jest prawdziwa to ze wzorowd(0.20 i (10.19 wnioskujemy, ze

5= {r (30) [ (8)] " (0) ) 1 (0) (2 0) + 0,00

wykorzystujac twierdzeni@0.50raz wzoru £0.13 i wykorzystujac zatozeniel(Q.19 uzyskujemy,
ze

nix 2N (0, [H (0)i~" (0) H' ()] ’1) (10.25)
z kolei zuwazmy, ze Z1(0.19 wynika, ze
DIl ('éR) - _H (53) by (10.26)

Ze zbiezné&ci 53 oraz twierdzeniaX7.77) wynika z tego z kolei, ze prawdziwe jest twierdzenie



Twierdzenie 10.14 Przy spetnionych zatozeniach twierdzehia5i zatozeniu {0.19

—1 ~/

LM =X [Var (X)] X=XHO)I'0) H 0)X (10.27)

gdzieg = Rank (H (0)) .
Whiosek 10.15W Nieliniowej Metody Najmniejszych Kwadratow jest réwne jest réwne
LM = SE X0 (XUx0) " XUER
g g
gdzieer; = y; — h (aci,@R) , XY jest macierza pseudoregresoréw policzona fiaa 52 jest
pewnym zgodnym estymatorem
Dowdd. W N M N K gradient rowny jesD/{ (§R> = —%X%’em odwrotn&t macierzy infor-
macyjnejl ! (0) = o> (X(}{X%)_1 . Statystykal M ma wigc posta
_ e}% 0 0/ v0\~1 -0/ ER
LM = -2X% (XEX%) Xp—
g g
]

Whiosek 10.16 Jesli wsréd pseudoregresorow dif, znajduje sie wektor jedynek, to dM N K
statystykaLM = nR?, gdzie R? jest wsp6tczynnikiem determinacji w regresfi na macierzy
pseudoregresorow.

Dowdd. Wartdsci dopasowaner, w takiej regresji maja post&’, = e, X% (X% X %) XY,
Zauwazmy, ze w takiej regresji z warunkéw pierwszego rzedu wynik&eze = 0 oraz7'SS =



erer a ESS = eher. J&li Hy jest prawdziwa, to zgodnym estymatorerh jesto? = "‘3?:;'“.
Wstawiajac te wnioski do poprzedniego wzoru uzyskujemy

~ ~

€erer ESS 2

= — T R

2 ~'rss "

LM =

]
Przykiad 10.17 Sprébujmy przetestowac testédm/ hipoteze, ze = 0 w modelu
yi =+ Bln (w2 +7) + &
Zauwazmy najpierw, ze dld, model ten sprowadza sie do modelu liniowego postaci
yi = a+ Bln(xe) +¢;

W pierwszym kroku liczymy estymataryi E dla modelu z ograniczeniami za pomogaN K.
Postat pseudoregresorow digx;,«, 5,7) = a + f1n (z2; + ) jest nastepujaca:

h (wi’a7ﬁ57)

Oa =1
h (whaa /Ba 7) _ .
7@ﬂ =In (z9; +7)
h(mi’aaﬁa'}/) _ B

Oy To; + 7y

dla~y = 0i 3 pseudoregresory przyjma postadn (zo;) i 2. Statystykal M bedzie wigc réwna

T2
nR? z regresji reszt uzyskanych w pierwszym kroku reszt ha(z,;) i 2

T2 "
Przykiad 10.18 Test Breuscha-Godfreya. Zatézmy, ze autokorelacja ma nastepujacaAdirtig.
Wtedy model ma postac
Y = T3+ uy



Ut = PpUt—1 + &t
e~ N (0,0°1)
Model ten mozna sprowadzi¢ do modelu nieliniowego poprzez odjecie od obu stron roynania
x¢_ 13 + u;—1 POMNOZONego przez
Yt — pYi—1 = T3 — pri—18 + wp — pur—

Y = @t B+ p (Yye—1 — 2-18) + &
Przy zalozeniu, zél, : p = 0 jest prawdziwe model ten sprowadza sie do modelu liniowego,
ktérego mozemy uzyskac estymdidmwektor reszier. Pseudoregresory w tym modelu beda miaty

postac
h(wivﬂap) =2, — o1
735 t — PLt
h 7 )
% =Y—1 — 213

dla p = 01 b uzyskujemy, ze pseudoregresory maja posiaé; ;. Statystyka testowa jest wiec
rownaT R? z regresjie; Nnax,, e;_1.

Jak juz wspomniedimy wczéniej isniej zwykle kilka opcji j8li chodzi o sposéb policzenia
macierzy informacyjnej. Wybranie jednej z tych opcji generuje r6zne formy statysfdkirownowazn
asymptotycznie ale r6zne w matych prébach. Formy te moga sie teZrstopiniem odporriei na
odchylenia od modelu od zataze

Uzywajac notacji {0.9 mozemy zapisaD{’ (5) = I'GriwkonsekwencjiLM = I'GrI~* (8) G
W przykiadzie ponizej pokazujemy jak rézne estymatory macidrzy(6) generuja rézne formy
statystykiL M dla tej samejH,.



Przyktad 10.19 Test Breuscha-Pagana. Badamy, czy w modelu
y=x0+¢
wystepuje heteroskedastyc&bpostaci:
0? =0 f (z)

przy zatozeniu, z¢ (0) = 1 i btad losowy

o? 0

e~ N(0,Q), gdzieQ=

0 o2
Logarytmy funkcji ges&zi dla poszczegélnycl; pochodza wtedy z rozktadu normalnego i ma
postac:

2
b (a,,@,gf) = —%ln (2m) — %lnof — M

202
Najprostszym sposobem zweryfikowania tej hipotezy jest postuzenie sie iggtenTestujemy
hipoteze o braku autokorelacji, ktéra dla tego modelu sprowadza sie do hipitezye = 0. Aby
znalezt postac testUM musimy znalez¢ postat wyrazerid (51%) = -H' (51%) . Pierwsza
pochodna funkcji wiarygodrsei / (y, X ,0) wzgledenw jest rowna:

OiloBio) 7 10f(ie) o (=) Of (zi)

dal 202 9(za) ' 2 of  0(zma)

o° (0 i 1 ,
- 2{ Ty i ot reilal].




(z;iax)

dla Hy : 02 = o> mamya = 0 i tym samym, ZM’ " = d, ktére nie zalezy od Gradient
policzony dla przy zatozeniu, 28 = o2 dlai = 1,2,...n jest wiec réwny
d

i (0.8,0%) = 5 (£ = o) 2,

co mozna tez zapisac jako
d

Gr =G (0,8,0%) = —@WZ,
gdzieW diag (¢2 — 02,...,e2 — 0?). Jesli zastapimy teragd i o2 ich estymatoramb =
(X’X) X'yio2=n IZZ L€2,t0

~ d ~

_ =2\ _
GR =G (O,b,O’ ) = —EWZ

gdzieW = diag (¢ — 52,...,e2 — 52) , &; = y;—x;b. Zdefiniujmyd¥. — (7 1, G 1)
w'. Wektorl’ G z mozemy zapisat
U'Gr = —gw'Z
Najpierw policzmy iloczyn gradientéw dla poszczegolnych obserwacji:
Doty (0.8.0%) DLty (0.8:0%) = o (22— 0?) 2,2
Mozemy teraz znalez¢ macierz informacyjna na dwa sposoby:

1. Wiemy, ze dla rozktadu normalnefiqc}) = 30 a wigc

E (e — 02)2 =E(e}) —20°E (¢}) + o* = 20*

K3



i w rezultacie )
d
E [Dot; (0,8,0°) DLt; (0, 8,0°%)] = 5 Fi%i
Policzona przy uzyciu wzord (.11 macierz informacyjnd (6 z) ma wiec postac:

~ N
I <9R) - 2_; Srizi=52Z

gdzieZ = (2},...,2.)".

. Mozemy takze policzy¢ macierz estymator macierzy informacyjnej bez odwotywania sie

wilasndci rozktadu normalnego. Jesli hipoteZh, jest prawdziwa, tdd {(512 — 02)2} jest

stata i niezalezna od;. W rezultacie



Wykorzystujac fakt, Zé [(a — 02)2} = plim {n—l Sy (e2 - 52)2} otrzymujemy

I ('éR) Gy

404
1=1
d2 / . 2 2 2 !
= z'Z 2 _ ) = —w'wZ'Z
4not Z (el 7 ) m?

Przy wykorzystaniu pierwszego wzoru na macierz informacyjna statystykd. festna postac:
LM =UGRr[I(0)]” GRl_ 5 w'Z(2'2) Z'w

-1

N | =

(w'z(22)" 2|2 (2'2)" Z'v|

o6 1 1
w'w = 5; 5ESS

l\')\r—l

gdziezﬂl sa wartosciami teoretycznymi z regr&%}i —1 naz;. Ostatnia rownos¢ zachodzi poniewaz
w = 0. Poniewazl’'S\S nie zmieni sig jgli dodamy stata do zmiennej objsniajacej, wiec identyczn:

wielkos¢ statystyki odtrzymamy przeprowadzajac reg E"egm samynz;. Drugi wzér na statystyke
otrzymamy wykorzystujac drugi wzor na na macierz mformacym
wZ[2'Z] Zw  @'w

LM =UGRr[I(0)] ' Grl=n =n = nR?,
R / /
ww ww

gdzie R? pochodzi z regresj»(;ﬁ2 na z;. ldentycznek? uzyskamy tez przeprowadzajac regresje
na z;. Poniewaz przy wyprowadzeniu drugiego wzoru na statystyke testowa nie kosmygtali



wiasnosci rozktadu normalnego, wigc jest ona bardziej odporna na odchylenia prawdziwego rozk
g, od rozktadu normalnego.

Zamiast nieznanegd (0) wykorzystujemy zazwyczaj estymatar(éR) = ni <§R> , gdzie

i (53) liczymy z wariantu wzoru0.12:

o n 8& (63) 822 (ER)
; T P
i (eR) —n ; 5 o i (6) (10.28)
Do policzenia statystyki. M wystarczy policzg analitycznie?%:) numerycznie estymatdi
zastosowa je do policzenial0.29 i formy kwadratowej z twierdzenia0.27,

Uwaga 10.20Definiujac podobnie jak w uwadz&d.9 macierz
Gr = <D£1 ('éR) .....Dt, (ER))/
mozna zapisat estymatBH H H macierzy informacyjnej jako
T(8r) = GG
a statystyke testu LM jako
LM =U'Gr (GrGr) ' Gyl =nR?

gdzieR? = g/g jest niecentrowanym wspéitczynnikiem determinaciji w regresji wektora jedynek

macierzyG r. Moza pokazac, ze w tej regresjiR? = n — RSS



Dowod.
UGy (GRGRr) ' Grl =GR (GRGr) ™ GRGr (GRrGr) ™ Gl
A~
11
= nﬁ = nR?
gdziel = Gp (G”RGJRY1 G';1 sa wartéciami teoretycznymi z regresji naG g. Zauwazmy, ze
w tej regresji warunek konieczny minimalizacji sumy kwadratow résgle = G', (l —T) =0

mozna sprowadza sie do warunil,l = ’RT. Suma kwadratéw reszt ma w tym przypadku posta
RSS = (z —T) (l 1) =vi- 21417
=n—2'Gr (GRGr) " GRi+11
~ , —1 ’ AN~
=n—2l Gr (GRGr) GRrl+11
—n-T11
a wiec rzeczywscien R? = 1T=n—RSS =
Poniwaz w wielu pakietach ekonometrycznych nie ma mod&uivazyskania wielksci niecen-

trowanegoR?, statystykeL M w tym przypadku mozna uzyskaauwazajac, ze w rozwazanej re-
gresjinR?> =n — RSS

e Statystyka ilorazu wiarygodnosci (LR)

Najtatwiejsza metoda testowania jest zastosowanie testu ilorazu wiardgodktbrego rozktad
dany jest nastepujacym twierdzeniem



Twierdzenie 10.21 Przy spetnionych zatozeniach twierdzehia5i zatozeniu {0.19
LR=2 (z (5) iy (6R)> 2,52, (10.29)
gdzieg = Rank (H (0)) .

Dowdd. Na podstawie wzorul(0.22 oraz wzoru {0.23 na dystybuanté (5) mozna stwierddj,

ze
Vi (6-0r) = N (0,Q(6))
gdzie
Q(6) =i '(O)H' (6) [H (6)i (6)H'(6)]  H (0)i~'(6) =i '(6) — P(6)
Dodatkowo o
Q(O)H' (6)[H ()i (9)H'(6)] H(8)Q(8)=Q (),

awiecH' (0) [H (6)i~' (6) H' (0)] ' H (0) jest uogdinona odwrotrsziaQ (6). Z twierdzenia
17.80wynika, ze

2 (10.30)

(6 - ER) H' (0) [H (0) " (0) H' (0)] ' H (0) (b’ . ER) LN
Rozwinigcie Taylord (5) wokot 8 ma posta

0(8) = (82) + 5 (8-02) [0 (85)] (6-85) +0, 1)

a wiec aproksymacije ilorazu wiarygodsw mozna zapisajako

LR = (6,%!6)' [DQK (ER)} ('éR—é) +o,(1) (10.31)



Na podstawie wzorowl(.26 i (10.25, mozemy stwierdz, ze

~ ~ ~ / —
n D% (8r)] =n [Dé (6) Dt (82) } 2, H'(0) [H (0)i~' (0) H' (6)] ' H (8)
a na postawie wzorul(.30 i wzoru (10.13 wywnioskowa, ze forma kwadratowd (.31 dazy do
2
X;- ®
W celu policzenia statystyki R wsytarczy policz¢ wartast funkciji wiarygodnéci dlad i 6y,
nie ma potrzeby liczenia macierzy estymatora macierzy informacyj(@).

10.7. Réwnoczesr&t i egzogeniczn&c w M NW

Teoretyczne sformutowanie warunkéw egzogeni&mjest mozliwe j6li zdefiniujemyProcesGeneruj:
Dane (PGD), jako proces, ktory generuje obserwowane przez nas dane. Definicje stabej ec
genicznéci X , wzgledem parametr@; mozna sformutow@w kategoriach wiasrszi PG D.

Definicja 10.22 W procesie losowynX; = (X 1;, X5,) generowanym prze2GD, dla ktérego
taczna dystrybunat& ; jest rownaFx ( X;| X 1, 0), warunkowa dystrybuantX,; jest rowna
Fx,x, (X1| X_1,6),adystrybuanta brzegowdl s; Fx, (X2 X _1,62),9dzied = (01,6,),
X_1=(Xo¢,...,X,_1) 0m wymiarowym wektorze zmiennyah, méwimy, ze jest stabo egzo-
geniczny wzgledem parame®y jesli:
1. PGD tego procesu mozna zdekomponowat w taki sposéb, ze
Fx (X4 X _1,0) = Fx,x, (X1:| X _1,01) Fx, (X9| X _1,05), dlat=1,...,T

2. Zbiory dopuszczalnych wagoi parametréowd; € ©,, 6, € ©, sa wzajemnie niezalezne
(niezmiennicze).
Warunki te implikuja, ze dystrybuanta brzegola,; nie zalezy odd; i tym samym postugi-
wanie sie w procesie estymacji dystrybuanta warunk&wawzgledemX o, nie prowadzi do utraty



informacji na tema#,. Estymacja wektora parametréy na podstawie procesu warunkowego
jest wiec réwnie efektywna jak estymacja na podstawie procesu bezwarunkowego. Definicja st
egzogeniczngci ma sens jedynie, gdy mowimy o egzogeni&mndX 5, wzgledenpewnego wek-
tora parametr6w, . Definicja stabej egzogeniczgaci jest ogdlniejsza od definicji zmiennych z gory
ustalonych i mozna ja stosowdla szerszej klasy modeli.

Zauwazmy, ze jgli X, jest stabo ezgogeniczne wzgledém to w mysl definicji 10.22logarytm
funkcji wiarygodnaci przyjmuje posta

T
6) =In <HFX(XtX_1,0)>
T

T
Z In Fx,x, (X1t X1, X2, 601) +ZIHFX2 Xot| X 1,02)
t=1 t=1
Warunki pierwszego rzedu na maksymalizacje logarytmu funkcji wiarygednezgleden® przyj-
muja posta
ore) d Ixxs (X1 X1, X0, 01)
06, o FX1|X2(X1t‘X717X2t701)

Post& tych rowna zalezy jedynie od postaci funkci'x,|x, (X 1| X 1, X2, 61) . Wynika z
tego, ze jéli zmiennaX ,; jest stabo egzogeniczna wzgledem param@{ruo rzeczywscie posta
asymptotycznie efektywnego estymatdraV 1V tego parametru zalezdedzie jedynie od postaci
procesu warunkowego

=0

10.8. Kryteria informacyjne

W przypadku modeli szacowanych metodl&VW takich jak model probitowy niemozliwe jest
zdefiniowanieR-. Pojawia sie pytanie, czy mozliwe jest zdefiniowanie statystyki, ktéra mogtak



stuzy¢ badaniu jaksci dopasowania, ktéra uwzgledniatabysédraconych w procesie estymacii
stopni swobody. Statystyki takie istnieja i nosza ogoélna nazwe kryteriéw informacyjnych. N
jbardziej popularnymi z nich jest kryterium informacyjne AkaitéC' (Akaikel nformationCriterion)

i Bayesowskie kryterium informacyjne SchwartBd C' (Bayesl nformationCriterion) dane wzo-
rami

BIC = —2n~ ¢ (é) fon 'K

AIC = —2n Y (5) +n'Klnn

Za najlepszy uznaje sie ten model, dla ktérego kryterium informacyjne uzyskuje najnizszgwart
Pokazano, ze dla pewnych ogdinych zafozdlan — oo wybrany na podstawid/C' model
zawier& bedzie poprawny zbiér zmiennych ofjgajacych. W przypadku/C' okazuje sig, ze
zbiér ten nawet dla — oo moze by zbyt duzy.

Czesto nie jest mozliwe znalezienie analitycznych rozwialla warunkéw pierwszego rzedu.
Na szcz@cie obecnie istnieje wiele programoéw ekonometrycznych, w ktérych oprogramowane
numeryczne procedury maksymalizacji funkcji wiarygosicio Przyktadowo w programie PcGive
wystarczy poda post& logarytmu funkcji wiarygodngci, aby dla konkretnego zbioru obserwacji
uzyska& oszacowania szukanych parametrow.

Literatura: ? str. 121-1357? str. 129-14072 str. 43-46.? str. 170-184 i 236-237? str. 109-111
i 118-120, ? str. 196-217.

10.9. Modele dla dyskretnych zmiennych zaleznych i prob nielosowych

W wielu przypadkach analizowanych w ramach modeli ekonometrycznych zmienna zalezna nie
ciagta ale przyjmuje warkzi z pewnego przeliczalnego i skezonego zbioru warsei. Przyktad-
owo w ankietach dotyczacych ekonomicznej akty&eidudndci pojawia sie pytanie o wyksz-
tatcenie. Poziom wyksztalcenia kodowany jest jako jedna z siedmiu mdaiwdym samym jest



zmienna dyskretna. W takim przypadku nie mozna za&pzgy; = x; 3+ ¢;, gdziee; jest pewna
ciagta zmienna losowa, poniewaz model taki bytby niezgodny z obserwacjagi na

Najprostsza sytuacja ma miejsce, gdy interesujace nas zjawisko mozetmimgastany (np.
respodent moze mieprace lub bg bezrobotny). Prawdopodolfistwo, ze zjawisko znajdzie sie w
okreslonym stanie zalezy od pewnych zmiennych endogenicznych (np. charakterystyk spotec
demograficznych respondentéw). W takim przypadku interesuje nas oszacowanie wptywu che
terystyk respondenta na prawdopoddisisvo, ze ma on prace. Zazwyczaj zakladamy, ze praw
dopodobié@stwo zacia tych zdarze ma nastepujaca forme

Pr(y:) = { F(z:8) dia y =1
gdzie F' () jest dystrybuanta pewnego rozkladu prawdopodudtiga. W zalezn&ci od tego jaka
dytrybuante przyjmiemy z& () otrzymamy model probitowy i logitowy. Do liczenia estymatorow
parametry3 uzywa sieM NTW. Poniewaz analityczne rozwiazanie rovinaynikajacych z row-

nah pierwszego rzedu jest zazwyczaj zbyt trudne lub niemozliwe, wigc w praktyce stosuje sie
meryczne metody maksymalizacji.

e Model probitowy
W przypadku modelu probitowego, ze dystrybuahtér,;3) = @ (x;0), czyli jest rowna rozktad-
owi normalnemu. Funkcja prawdopodobstwa za§cia pojedynczego zdarzenia jest dana wzorem

P ={ amar i L) —(-e@s) @)

Dla takiej funkcji prawdopodobiestwa pojedynczego zdarzenia funkcja wiarygddnona posta

n

L(yaB) =] - @) "o 8"

i=1



z&s logarytm funkcji wiarygodnéci bedzie miat posta
C(ya,B8) =Y [(1—y)In(1— @ (@:8)) +y:In® (x,8)]

i=1
W przypadku wielu programéw ekonometrycznych do policzenia metodami numerycznynmsavartc
estymatoréw dla konkretnego zbioru obserwacji wystarczy péatane analityczna logarytmu funkciji
gestdci dla poszczeg6lnej obserwacii, ktéry rowny jest w tym przypadigy,x;,3) = (1 — y;) In (1 —
Program w PCGIVE:
actual = vaso;
xbeta = &0 + &1 * Lrate + &2 * Lvolume;
fitted = 1 - tailnormal(xbeta);
loglik = actual * log(fitted) + (1 - actual) * log(1 - fitted);

e Model logitowy

i

Model logitowy otrzymujemy jgli przyjmiemy, zaF (x;3) = L:ﬁ, awiec:

1+e
1 —
p N W dla Y = 0
PWE EE dla g =1
1+e®iB Yi =

w tym przypadku postalogarytmu funkcji wiarygodngci jest nastepujaca

n

=1
Program w PCGIVE:
actual = vaso;
xbeta = &0 + &1 * Lrate + &2 * Lvolume;



fitted = 1 / (1 + exp(xbeta));
loglik = (1 - actual) * log(fitted) + actual * log(1l - fitted);
e Wielomianowy logit

W wielu przypadkach rospondenci moja wiecej niz dwa mozliwe warianty odpowiedzi. W taki
przypadku mozemy zastoso@waielomianowego logita. Dla przypadku, kiedy jést+1 wariantow
odpowiedzi model ten dany jest nastepujaca funkcja prawdopdukibia:

6miﬁk

Z/f:o e®iB
Zaktadamy, ze warianty nie mogabw zaden sposob uporzadkowan&ak sformutowany model

nie daje jednoznacznego rozwiazania dla maksimum funkcji wiarygmiqmniewaz dzielac licznik
i mianownik przez dowolne®:# otrzymujemy model

Pr(y; = k) = (10.32)

eTiPr

Pr(y; = k) =P i (B =P)
r(y; = k)= =
1 = %‘gfﬁ;ﬁk Zszo e®i(Bx=P)

o tej samej funkcji wiarygodrgzi ale parametraqdé,C = B, — B # B;. Tak sformutowany model
nie jest wiec zidentyfikowany. Préba zmaksymalizacji funkcji wiarygddngl0.329 najpraw-
dopodobniej spowoduje problemy ze zbiezdia procedur numerycznych. Po to, by uzysjed-
noznaczne rozwiazanie konieczne jest narzucenie ograni@arametru modeli.32. Prob-
lem z identyfikacja bierze sie w z tego, ze nie mamy ustalonego punktu odniesienia, takiego ja
byto y; = 0 (zdarzenie nie zaszto) dla przypadku wyboru binarnegdli jdelnak ustalimy, ze intere-
suja nas zmiany stosunku migedzy prawdopodakti@em warianty; = 0 a prawdopodobigstwami

27 tego powodu model ten nazywa sie takze modelem dla wyboréw nieuporzadkowangetigred choice spt



pozostatych wariantéw, to mozemy prz§jzes3, = 0 i osiagng& dzieki temu jednoznaczna iden-
tyfikacje parametrow.
Estymowany model bedzie miat teraz pdsta

1 o
Pr ( k) 435S, ™ dla y; =0
r\y; = = e®iPk )
1+Z§<:1 o=iB; da 1< Y < K

Dodatni s-ty element wektora3,, bedzie w tej sytuacji oznaczal, ze prawdopodbbkteo k-tego
wyboru w stosunku do prawdopodobh&wa wyboru zerowego w przypadku warie, gdy zwigk-
szymy elemeng-ty wektorazx.

e Logiti probit dla uporzadkowanych zmiennych dyskretnych

W wielu przypadkach zmienne dyskretne maja pewne logiczne uporzadkowanie. Na przykia
przypadku wyksztalcenia logiczne jest uporzadkowanie odpowiedzi od wyksztatcenia wyzszeg
do niepetnego podstawowego. Czy takie logiczne uporzadkowanie mozeytkprzystane w trak-
cie esymacji modelu? Zauwazmy, ze w przypadku wielomianowego logita nie miato obo naj
niejszego znaczenia. Jest jednak mozliwe zbudowanie funkcji prawdopadokée dla ktérych
uporzadkowanie takie bedzie miato znaczenie. Do modelowania prawdoposiviaeza§cia jed-
nego zK + 1 mozliwasci, uzywamy w takim wypadku funkcji prwdopodohigwa

F(—x;8) dla ;=0
F(un—xpB) —F(-zp) da y =1
Pr(y=k)={ Fp2—zf)—F(n—-=z8) da y =2
1-F (Lr—1 —x:8) dia Yi — K

Jesli zastosujemy w tym modelu jakid () rozktad normalny wtedy otrzymamy probit dla uporzac
kowanych zmiennych zaleznych. W przypadku zastosowania rozktadu wykladniczego otrzyme



w analogiczny model logitowy.

e Modele dla liczebndci

Czesto dane, ktorymi dysponujemy pochodza ze zbioru liczb naturalnych przy czym najbard
prawdopodobne sa niskie wasto zmiennej zaleznej. Takimi zmiennymi mozethya przyktad
odpowiedz na pytanie jak czesto dana osoba zmieniata prace w danym roku. Przyblizenie
rodzaju zmiennych za pomodaM RL wydaje sie nieprawidtowe a z drugiej strony zastosowanie
modeli dla uporzadkowanych zmiennych zaleznych tez nie jest w petni uzasadnione poniewaz,
najmniej teoretycznie, il mozliwych odpowiedzi na to pytanie jest nieograniczona. W takin
przypadku mozna zastosovenodel regresji Poissona:

e~ NNV
gdzie najczgciej przyjmuje sig, ze; pochodzi z modelu log-liniowego
In\; = Bx;
Poniewaz dla rozktadu Poissolid y;| ;] = Var [y z;] = \; = €% wiec w = \f3.

Podstawowym zastrzezeniem jakie formutowane jest w stosunku do tego modelu sa implikacje
tozenia, wynikajacego z wiashaoi rozkladu Poissona, ze wastooczekiwana jest rowna warianciji.

e Préby uciete

W niektorych badaniach ekonomicznych préba obejmuje jedynie respondentéw spetniajacych pe
kryteria. Na przyktad przeprowadza sig niekiedy badania jedynie najbiedniejszych gospodarstw
mowych. W tym przypadku, @i modelujemy dochdd, to musimy w&&apod uwage, ze zmienna
zalezna nie moze przyjmowavartdsci wiekszych niz ta, ktéra zostata przyjeta za granice, powyze
ktorej gospodarstwa nie wchodza do badania. Prébe taka nazywamy tiegigtaated, poniewaz



obserwacje, dla ktérych zmienna ta przyjmuje wateryzsza niz pewna graniczna wat@ostaja
usuniete z préby. W praktyce mozna spdatkarowno zmienne obciete z dotu jak i z gory.
Dla KMRL przyjmujemy, zey; = x;,3 + ¢ i &g ~ N (0,0%) co implikuje, ze rozktad

Pr(V;<y)=90 (%) . J&li zmienna zalezna zostata obcigta z dotu w punkgjevtedy rozktad
warunkowy
) ( Yi ;wiﬁ )

Pr(Y; <yilyi > y.) =

1—P (y*—gmzﬂ)
Funkcja gestsci dla takiego rozktadu prawdopodobstwa ma posta
1 yi—xiB
I 1 )
fQyilyi > i) = —
1—¢(£§£)
Podobnie w przypadku zmiennej ucigtej z géry mamy
1 yi—xiB
UL )
fQyily: <wyi) = —
(=)

Oczywiste uogdlnienie tego rodzaju modelu mozna zbudala zmiennych obcietych z géry i z
dotu oraz dla innych niz normalny rozktadéw prawdopodabteva na przykfad rozktadu jednosta-
jnego.

e Ocenzurowane zmienne zalezne (tobit)

Problem ocenzurowanyclegnsoredl zmiennych zaleznych pojawia sig, gdy wadbtych zmien-
nych musza by wieksze lub réwne zeru, a w probie znajduje sie wiele obserwacji rownych zei



Na przyktad w badaniach gospodarstw domowych wydatki na poszczegoélne kategorie dobr s:
wsze wiegksze lub réwne zeru. W praktyce jednak okazuje sig, ze w danym roku wiele gospoda
ma wydatki na okrglona kategorie débr (np. sprzet RTV) réwne zeru. Wyraznie dyide tego
rodzaju obserwacje nie moga pochddziK M RL, poniewaz dla tego modelu nieprawdopodobne
jest uzyskanie wielu obserwacji rowny6h

Z tego powodu przyjmuje sie, ze w takim przypadku istnieje zmienna ukigtan{ variablg
v, ktéra pochodzi Z¢ M RL, ale nastepnie podlega obcigciu:

yi = xiB +e;
_f 0 dla yr<o0
Y= yr da yr>0
Obserwujemy jedynig;, zes na temat charakterystyk mozemy wnioskow@jedynie p&rednio.

Najczgciej przyjmujemy, ze; ma rozktad normalny. W takim przypadku funkcja wiarygosicio
bedzie miata posta

() ()

yi>0 y; =0

Wprowadzajac niewielkie modyfikacje, mozna zdefiniouwabita, ktory jest obciety w innej wargci
niz zero, jest obciety z géry, lub tez obciety z gory i z dotu.

e Modele przetacznikowe

Modele przetacznikowe sa to modele, w ktérych postavnania regresji zalezy od dodatkowego
réwnania, ktére "przetacza’ model miedzy ré6znymi dwoma lub wiecej stanami. TypowaCpos
modelu przetacznikowego ma posta

{ ys = X1:3; +u1; model w stanie 1

yr = X o135 + uzr model w stanie 2 (10.33)



Wybér stanu dokonuje sie na podstawie widglgiizmiennej indykatorowej:

I 1 model w stanie 1
*~ 1 0 modelw stanie 2

W wielu przypadkach warzi zmiennej indykatorowej sa znane i mozna wtedy wylicegtyma-
tory B,, B, stosujacM N K dla osobno dla obserwacji z pierwszego i drugiego rezimu. Mozliw
jest takze, ze nieznane sa wa&tbzmiennej indykatorowej ale wiemy od jakich zmiennych ona
zalezy. Defniujemy wtedy rownanie zmiennej ukrytejtént variablg o nieznanych wartrciach

zZt = thﬁg —+ Ust (1034)
i przyjmujemy, ze zmienna indykatorowa przyjmuje waibzgodnie z rownaniem

1 jesli z >0
I = { 0 jesli z <0 (10.35)
Poniewaz w tym przypadku interesuje nas jedynie znak zmiennejec normalizujemy ja zwykle
tak, zez’z = 1. Post& macierzy wariancji.;, uq, uz bedzie nastepujaca

011 012 013
Y= | 021 022 023
031 032 033

J&li 031 = 032 = 0 wtedy mOwimy o modelu z przetaczaniem egzogenicznyrs,jégi ktoras

z tych kowariancji nie jest rowna zero mowimy o modelu z przetaczaniem endogenicznym.
uwazmy najpierw, ze w przypadku, kiedy prawdziwy jest model z przetaczaniem endogeniczr
niemozliwe jest uzyskanie zgodnych estymatoréw za pomd@éki nawet wtedy, gdy znane sa
wartcsci zmiennejl;. Model przetacznikowy, ma tez ta interesujaca ceche, ze nie mozna go 0s
cowat za pomoca/ NW.



e Selekcja proby (heckit)
Kolejna problemem, z ktérym niekiedy sie spotykamy jest problem nieprzypadkowej selekcji pré
Zastandwmy sie nad przypadkiem, kiedy badamy zalgzrarobkow z od charakterytyk spoteczno
ekonomicznych respondentdw. Jest oczywiste, ze za¥taka mozna badgedynie dla oséb posi-
adajacych jakig zatrudnienie. Oczywtcie mozemy zbudovwaosobny model ttumaczacy dlaczego
dana osoba jest bezrobotna. Pojawia sie jednak pytanie, czy niecbserwowalne charakterystyki,
stanowia jedna z determinant bezrobocia nie wptywaja takze na poziom zarobkéw. Model tal
danych sktada sie zwykle z dwdch réwim&ierwsze réwnanie, to rownanie selekcji, ktére determin
uje czy dana obserwacja znajdzie sie w probie, czy tez poza nia. Drugie réwnanie jest rownar
regresji, ktére determinuje sposob w jaki ksztattowane sa obserwowalne obserwacje na zmie
zaleznej.

réwnanie selekcji w; = z;v +n;

rownanie regresji y;| (w; > 0) = x;8 +¢;
EstymatorM N K réwnania wektorg8 w réwnaniu regresji bedzie asymptotycznie obciazorsjj je
E (gs,m:) # 0, poniewaz w tym przypadku ng (e;|n; > 0) # 0 i w konsekwencjiE (¢;| z,7y) #
0. Jeslin=! (X’Z) -2, 0, wtedy problem obciazenia dotyczy jedynie statej, jednak dla najczes
szego przypadku, kiedX i Z sa skorelowane, korelaciai z; implikuje wystepowanie korelaciji
miedzye; i x; i powoduje obciazenie catego estymatdraa skutek wystepowania réwnoczes-
nosci. Do estymacji takiego modelu mozna a2y NW zauwazajac, ze dla pojedynczej obserwaciji
funkcja gestéci jest dana wzorem

f (y: Uw; > 0)
PI‘(IU,L' > O)

W przypadku rozktadu normalnegBy (w; > 0) = ® (z,;7y) a

f (s Uy > 0) =/ 6 (1, i — ,8) dw
zZiY

[ (yilw; >0) =



gdzie przez (-,-) oznaczamy faczna funkcje gestaozkladu normalnego dla dwoch zmiennych,
dla ktéregoE (¢;) = E (;) = 01 Var (;) = 1.° Prostsza, dwustopniowa procedure zaproponowe
Heckman. Mozna udowodi ze dla rozktadu normalnego

o (%"Y))
E (y;|w; >0) = x; —|-w( 10.36
(yil ) B+ B B (27) ( )
1. Najpierw estymujemy wiec za pomoca probitu réwnanie selekcji i tworzymy &eirteore-
tyCZne P(z:7y)
@(z7) "

2. Nastepnie estymujemy réwnanied)(39 przy czym z% podstawiamy warteci uzyskane
w pierwszym kroku. '

Procedura zaproponowana przez Heckmana daje zbiezny estymator pardnpeiniewaz es-
tymator uzyskany w pierwszym kroku jest estymatorem zbieznym.

e Modele dla dtugdsci trwania (duration models)

Zainteresowanie modelami diugm trwania wziata sie pierwotnie z zastos@warzemystowych i
aktuarialnych. W zastosowaniach inzynieryjnych chodzito o oszacowanie fuvatzadzé prze-
mystowych. Z kolei w ubezpieczeniach zyciowych, jednym z najwazniejszych czynnikéw det
minujacych koszt polisy jest oczekiwana dtggaycia.

Zastosowania ekonomiczne analizy dtegotrwania dotycza szacowania dhsgobezrobocia,
dtugaosci czasu, ktéry uptywa miedzy zakupami débr trwatego uzytku, diogimwania strajkow,
itd.

Dane dotyczace dtugai trwaniaty, . . ., t,, dotycza dtugéci czasu jaki uptyna miedzy poczatkien
jakiegd zdarzenia a jego keaem lub momentem badania. Powoduje to, ze problem ocenzurowalt

3Jesli w réwnaniach selekciji i regres;ji sa state to zalozenie dotyczace §eaxtozykiwanyche; i n; sa pewna normal-
izacja. Poniewaz interesuje nas jedynie, azy> 0 wiec zatozenie, z&ar (n;) = 1 takze nie jest zwiazane z ograniczenia
ogéindsci modelu.



danych moze istotnie wptyveana wynik badania. Na przyktad, @dlat prowadzone sa badania nad
przezywaln@&cia ofiar Czarnobyla to oczywiste jest, ze tlaznaczajace czas, ktory dana osoba
przezyta od czasu katastrofy bedzie zawsze mniejsZa. od

Prawdopodobiestwo, ze czas trwania bedzie krotszy hiprzy pewnej funkcji gesgxi f (¢)
jest dany dystrybuanta

F(t):/o f(s)ds=Pr(T <1t)

Zazwyczaj analizuje sie funkcje przezywabeo(survival function)ktéra opisuje prawdopodolfistwo,
ze czs trwania bedzie conajmniej réwhy

S(t)=1-F(t)=Pr(T > 1)

Czesto interesuje nas takze pytanie, jakie jest prawdopatlstioie, ze po przetrwanitj zjawisko
ulegnie zakaczeniu w trakcie okresti+ h.

L, A)=Pr(t<T <t+h|T>t)

Aby opis& ta ceche dystrybuanty dla granicznie matycpostugujemy sie funkcja hazarduogzard
rate)
. Pr(t<T <t+h|T>t) . F{t+h—-F(@t) f(@)

At) = Jim, h R R ¥ 7) Sy
Funkcja hazardu nie moze bynterpretowana jako funkcja prawdopoddiseva, poniewaz moze
przyjmowet wartdci spoza przedzialid, 1]. Niemniej jest ona miara ryzyka, na ktére wystawiony
jest dany obiekt. Na przyktad rosnaca funkcja hazardu w przypadku oséb starszych odbija
piryczna prawidtow&t, ze sa oni bardziej wystawieni na ryzygmierci niz osoby mtode. Mamy




nastepujace zalezgoi miedzy funkcja hazardu, funkcja gestoi funkcja przezywalngci

At = _81115?Y (t)

ft)=A()S(#)

Definiujemy takze zcatkowana funkcje hazardu

A(t):/o A(s)ds
wtedy
S(t) =e A®

a wiec
A(t)=—1InS (¥)
Funkcja wiarygodnsci dla modeli dtugsci trwania moze wiec liyzapisana jako

:ln[ﬁfe ] Zln/\g Zln)\g )+§:1n59(t)

Jak juz wczéniej wspomnieBmy dane dotyczace diugd trwania moga by ocenzurowane. W
tym przypadku dla, nieocenzurowanych wstawiamy w funkcji wiarygodeof (¢;) a dlat, ocen-
zurowanychS (¢;) . Funkcja wiarygodnsci przybierze w tym przypadku nastepujaca posta

£(0) :lﬂ[ || ) IH[ IT s (ti)‘|

nieocenzurowane ocenuzrowane

= Z In\g (¢ ZIHSQ

nieocenzurowane wszystkie




Najpopularniejsze modele dla liczedmy to model wyktadniczy, Weibulla, lognormalny i loglogisty-
czny. Roéznia sie one miedzy soba zatozonymi dystrybuantafj. W zaleznéci od przyjetej
formy funkcyjnej i wielkdsci parametréw funkcja hazardu moze monotonicznie i@smale€ lub
zmieni& sie w spos6b niemonotoniczny. Dla monotonicznych funkcji hazardu rsajezestosuje
sie warianty rozkladu wyktadniczego

Hazard Funkcja hazardu(t) Funkcja przezywalréi S (¢)
Staty A St =e ™

Liniowy A(t) =a+ Bt S(t) = o~ (at+381%)
Wyktadniczy A (t) = e*tFt S(t) = o~ explatBi)

Tablica 1:Warianty rozktadu wykfadniczego
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Dla niemonotonicznych funkcji hazardu dopasowujemy zwykle rozktady inne niz wyktadnicz
Najczesciej spotykane w tym kontgdie formy funkcyjne dla funkcji hazardu i zwiazanej z nia
funkcji S (t) znajduja sie w tabelid).

Warto przy tym zwrod uwage, ze dla = 1 rozktad Weibulla sprowadza sie do rozktadu
wyktadniczego. Wartst oczekiwana w rozktadzie Weibulla wynosk (t) = 1T (% + 1) Z kolei
w przypadku rozktadu Lognormalnegi, (¢) powinno mi& rozktad normalnyV (—pIn X, p~2) a
dla rozktadu loglogistycznegim (¢t) ma rozktad logistyczny o warsei oczekiwanel (In (t)) =
—pln A.
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Rozktad Funkcja hazardu(t) Funkcja przezywalr&zi S (t)

Weibull A(t) = \p ()\t)p—l S (t) = e~ (0"
Lognormalny £ (t) = (2) ¢ [pIn (At)] S () = @ [—pIn (A1)]
Loglogistyczny A (t) = % S () = Mﬁ)?

Tablica 2:Funkcje hazardu i przezywalgoi

Podobnie jak w przypadku modeli dla liczelsto aby wprowadz zmienne objgniajace do
modelu zaktadamy, ze dla paramgtmoze sie zmientaw czasie pod wpltywem zmian zmiennych
egzogenicznych

In )\t = —$t,6'
Interpretacja wyestymowanego wektora paramefBomynika z faktu, ze dla kazdej z analizowanych
funkciji

Literatura: ? str. 289-2997 str. 948-9847 str. 635-642.
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