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12. Modele Dynamiczne

Modele dynamiczne stuza do modelowania proceséw, dla ktérych reakcja zmiennej zalezne
btady losowe lub zmiany zmiennych niezaleznych jest rozciagnieta w czasie. Modele takie esty
jemy przy uzyciu szeregdw czasowych.

Bedziemy zajmowali sie klasa modeli, ktére mozna przedstawkategoriach wielomianow
operatora opéznie

A(L)y; = B(L)xy + C (L) & (12.1)

Modele o takiej postaci nazywany modelarhRM AX. W modeluARM AX mozna wyr6zri
czest autoregresyjngd R (AutoRegressivie zwiazana z opéznionymj,, czesC zwiazana zéred-
nia ruchoma ¢l oving Average) btedéw losowych, i c&g zwiazana z op6znionymt; nazywana
czeciaDL (DistributedL ag).

12.1. ModeleDL

Model, w ktérym wystepuije jedynie cag DL jest szczegodlnie prosty w analizie poniewailije;
jest w nim nielosowe to tym samym opOzniome sa takze nielosowe i model spetnia zatozenia
KMRL. Szczeg6lnie prosty przypadek zachodzi, gdyawiera tylko stata i jedna zmienna:

Yt = W + ﬁQIt + ...+ ﬂpl't_p + &¢ (122)

W takim modelu natychmiastowa reakgjana zmianer; o jednostke na wynosi,. Jeli z; po-
zostanie na tym wyzszym poziomie takze w nastepnych okresach, to w diugim okresie wplyw z
any z; nay; bedzie rownyy">_, 3;. Wspétczynnik3, nazywany jest mnoznikiem bezgrednim
afl = Y.._, f; mnoznikiem skumulowanym. Mozna przeformutdwmodel tak, by parametrami
byly udziaty poszczegélnych opéznionych efektéw w efekcie catkowitym

S
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gdziew; = % nazywamy wagami op6zriie Srednie opéznienie zmiany powstatej na skutek
zmianyz; wynosiw = ) ;_,iw;. Podane definicje mozna tatwo uogd@nia przypadek, kiedy
x; zawiera wiecej niz jedna zmienna definiujac mnozniki, wagieidnie opéznienie dla kazdego z
elementéw wektora:; z osobna.

Problemem przy estymacji modélL jest ustalenie iléci opdznié, ktére powinny bg uzyte w
modelu. Nie powinno sie stosowabyt duzej il&ci opdzni@, poniewaz wiaze sig to z utrata duzej
ilosci stopni swobody. &4 jednak w modelu uzyjemy jednak zbyt matejst opdznid@, to pojawi
sie problem zmiennych pominietych. Do ustalenigdicopdznié@ mozna postuzysie testent” lub
jednym z kryteriéw informacyjnych. Prawidtowa procedura ustalani&cilop6zni@ opiera sige na
testowaniu tacznej niestotgol najbardziej odlegtych opozriieNa poczatku ustalamy’ - maksy-
malna liczbe opézniew modelu. Nastgpnie testujemy hipotezg, : 3.~ = 0. J&li nie ma podstaw
do jej odrzucenia, testujemy hipoteze taczii@: S5« = B4+_1 = 0. Testowanie to kontynuujemy
tak dtugo az znajdziemy takig dla ktérego hipoteza zerowd, : Bs« = ... = [3s = 0 zostanie
odrzucona. Uzyskane przyjmujemy jako il& op6znié w modelu. W podobny spos6b mozna
postuzyt sie kryteriami informacyjnymi, szukajac takiegodla ktérego kryteria maja minimalna
wartcst. Metoda ta jest szczeg6lnym przypadkiem metody od ogélnego do szczegétowego.

Innym sposobem na ograniczenie liczby traconych stopni swobody jest ztozenie, ze przyjs
zalozenia, ze rozktad opodziiadany jest pewna funkcja o niewielkiej #oi parametréw. Dwie
najpopularniejsze formy przyjmowane dla rozktadu op&aneeopdznienia wielomianowe Almon i
op6znienia geometryczne Koycka.

e Opdznienia Almon
Modele wielomianowych op6zniieP D L (PolynomialDistributedL ags) sa to model® L z rozkta-

dem op6znié majacym forme wielomianu. W modelu tym zaktadamy, ze prawdziwe sa nastepuij:
ograniczenia dotyczace parametréyw modelu

Bi=ap+aii+ai®+...a49 i=1,...p q<p (12.3)



Ograniczenia te tatwo wprowadzjest bezpsérednio do modelulR.2)
Yo = b+ Boxs + Brxs + ...+ Bpxi_p + ¢
= p+ Boxe
+(wo+ar+as+...+ay) x—1
+ (o + 201 +4dag + ...+ 2%,) 24—2

+ (a0 + pas + pPas + ...+ plog) By
= p+ Boxe

+ao (i1 FT—2+ .. FTp)

+ag (T + 200+ ...+ px1_p)

+ aq (xt_l +4xi_o+ ... +p2:17t_p)

+ Qq (Jf't—l + 2ql‘t_2 + ... —|—pq1‘t_p)
= p+ Bows + agzos + ...+ pzgr + &
przy czym w ostatnim réwnaniu

D
Zht = ijxt,j, dlak=0,...,q
j=1
Taki przeformutowany model mozna bez trudu wyestymomapomocad/ N K. WielkoSci wspotczyn-
nikéw S, . .., 8, mozna uzyskéjako kombinacje liniowa wyestymowanych parametréyko-
rzystajac ze wzorul@.3.



Stosujac metode natrafiamy na podobny problem jak w przypadku ustalascaojpozni@,
poniewaz musimy ustalirzad wielomianu uzytego do aproksymacji op6aniéelomianu. Mozemy
to zrobt stosujac podobna do opisanej wezej procedure sekwencyjnego testowania istatno
najwiekszych poteg wielomianu.

e OpOznienia geometryczne (Koycka)

Innym popularnym modelem opdziiesa opdznienia geometryczne. Zatézmy, ze wiadomo, z
wpltyw zmiany w zmiennej niezaleznej ma stopniowo zanikajacy wplyw na zmienna zalezna,
nie mozna powiedzie po ilu okresach wptyw ten ustaje catkowicie. W takim przypadku mozn
zatozyt, ze wplyw kolejnych zmiennych op6znionych geometrycznie malgie i = \gG;, gdzie

Al < 1ip8p=06(1-A\). Model (12.29 przyjmuje w tym przypadku posta

ut:uwZ(l—A)Aixt_,;m

=p+B(1-A Z $t+€t
=0
- A
—MJrﬂ Ty + €t (12.4)

— AL
Modelu w tej postaci nie mozna wyestymawip)onlewa'z zawiera on niegkezona il&E zmiennych
niezaleznych. Jdi jednak pomnozymy obie stron$Z.4) przezl — AL, to po przeniesieniy;_; na
prawa strone, otrzymamy

yt:u(l—/\)—kx\yt_l —‘rﬂ(l—)\) I‘t+(1—)\L)€t (125)

Parametréw takiego modelu nie mozna wyestymowana za poid€ds, poniewaz wystepuje w
nim problem réwnoczndsci, skoro btad losowy; = (1 — AL) e; = &, — Aey—1 jest skorelowany



ze zmienna niezalezng_,. Prawidtowym sposobem estymacji rbwnadia 5 jest zastosowanie
estymatoral/ Z1 przy czym za instrumenty mozna przgjamienner; 1, ..., o;_s.

Przyktad 12.1 Oczekiwania adaptacyjne
Estymujemy nastepujaca funkcje konsumpciji
Ct =a-+ bY;* + &t (126)
gdzieY;* jest oczekiwanym diugookresowym dochodem. Zatozmy, ze oczekiwania sa ksztatto
w nastepujacy sposéb
AY = (1-X) (Y = Yy)

Zmiana oczekiwah co do dtugookresowego dochodu jest w tym modelu proporcjonalna do réz
miedzy rzeczywistym i oczekiwanym dochodem. Wzér ten mozna zapisact jako

Y =AY+ (1=
CO 0zhacza, ze oczekiwany diugookresowy dochddsijedhia wazona dochodu rzeczywistego i
poziomu dochodu jaki oczekiwgdiny w przesziosci. Zapisujac ten wzor przy uzyciu operator
opoznieh stwierdzamy, ze

(1-AL)Yy =(1-NY,
Oczekiwania konsumentow nie sa obserwowalne, jednak

1-X
* — 7}/
1AL
co pozwala zapisat mod&P.6w kategoriach obserwowalnegg
1—A

Ct =a-+ mei + &

Model tej postaci jest modelemL z geometrycznymi opdznieniami Koycka.



Literatura: Steward {991) str. 177-188, Greenl97) str. 782-804, Goldbergei 72 str.
352-356, Theil {979 str. 265-269

12.2. ModeleARDL

Zajmiemy sie teraz bardziej ogélna klasa modeli dynamicznych jaka sa mé&dld. (Autor egressive
DistributedL ags). Stanowia one szczegdlny przypadek madé&i/ AX, kiedy C (L) = 1.
Modele ARD L maja posta

€0 mozna zapisgjako
Yo =oYi—1+ ...t opyip txBy X 1B .. X B, ey (12.8)

Czestym przeksztatceniem stosowanym w przypadku modeli autoregresyjnych jest przekszt:
nie, ktére pozwala przedstaavmodel ARDL jako modelDL o nieskdczonej ilGci opozni@ i
skorelowanym btedzie losowym

y=AL) "'B(L) )z +AL) '

Model y; bedzie stacjonarne jedynie wtedy, gdy wptyw bledu losowegbedzie nay;. s bedzie
zanikat dla duzych. Z rozwaza w dodatkul7.2wynika, ze bedzie tak tylko wtedy, gdy wszystkie
pierwiastki wielomianu operatora opézhid (L) beda znajdow@sie poza kotem jednostkowym.

W najprostszym przypadku; zawiera jedynie jedna zmienna. W takim modelsiije; uleg-
nie zmianie o jednostke tg; zmieni sie 05y. J&li jednakz; pozostanie na nowym poziomie to
diugookresowy wptyw zmiany:; nay; wyniesie

A(l)le(l):ﬁO—i—ﬁl—k"’—'—ﬁs _3

l—a;—...—qp




Dla modeli ARDL mnoznik bezpéredni jest réwny3, a mnoznik skumulowany jest réwng.
Modele ARDL majace forme réwnanial?.8 mozna szacowaza pomocal/ N K. Szacowanie
modeli ARDL jest typowym przypadkiem, w ktdrym c&gzmiennych objaniajacych uzywanych
w MNK jest zmiennymi losowymi. Nalezy pamig¢taze w tym przypadku rozktady statystyk
testowych sa znane jedynie dla duzych prob.

EstymatoryM N K beda zgodne jedynie wtedy, kiedy jest nieskorelowane. 8k¢; jest sko-
relowane, wtedy pojawi sie problem réwnoczestipponiewaz, bedzie skorelowane z opdznionymi
y:, ktore w takim modelach petnia role zmiennych d@mjejacych. W modelacd RD L autoko-
relacjas; moze wigc spowodoviaasymptotyczne obciazenie estymatbsay .

Literatura: Steward {997 str. 188-192, Greerl@97) str. 804-806.

12.3. ProcesyARIMA

ProcesyARIM A (p, d, q) (Autoregressivéntegratedvl oving Average) sa to procesy, ktére mozna
sprowadzt za pomoca réznic rzadido modeluARM A (p, q) . Oznacza to, ze

A(L) A%y =6+ C (L) g (12.9)

i wszystkie pierwiastki tego wielomianu opézhiel (L) leza poza kotem jednostkowym. Sposéb
ustalania rzedu integracji procegwmaowimy w podrozdzialé 2.4 W tej czesci zajmiemy sie sie
przypadkiem kiedy! jest znane. W tej sytuacji za zmienna djmna mozemy przygay, = Az,
i proces (2.9 zapis& jako

AL)y =0+C (L) e
czyli jako procesARIM A (p, 0, q), ktéry oznaczamy jakol RM A (p, q) (Autoregressivé oving
Average). Parametry i ¢ procesu sa rzedami wielomiandw operatora opdzui€L) i C (L).
ProcesARM A (p, q) mozna takze zapisanastepujaco

Ye +to1y—1+ ...+ QpYt—p = O+er+01g1+...+ eqﬁt_q (1210)



Jesli wszystkie pierwiastki wielomianowd (L) i C' (L) sa znajduja sie poza kotem jednos-
tkowym, to mozliwe jest przeksztatcenie proce$BEM A (p, ) w procesAR (oo) (proces autore-
gresyjny o nieskbczonej ilGci opdzni@) za pomoca przeksztatcenia

CHILYAL)y; =6+ &4

lub tez na proced/ A (co) (processredniej ruchomej o nieskazonej ilGci opdznié) za pomoca
przeksztalcenia
y=A""(1)5+A N (L)C(L) e

W przypadku, kiedy w modelu nie wystepuja elementy zwiazangreénia ruchomgg = 0)
model sprowadza sie do modelu autoregresyjné@(p), ktéry mozna wyestymowaza pomoca
standardowegd/ N K. W przypadku jednak, kiedy w modelu wystepuja elementy zwiazamned-
nia ruchomdgq # 0), zastosowani@/ N K prowadzi do uzyskania estymatorow asymptotycznie ob
ciazonych z powodu wystepowania problemu réwnoczgsindV tym przypadku nalezy zastosdwa
estymatoryM NW. Do testowania hipotez prostych i ztozonych dla tak wyestymowanych mode
ARM A mozna zastosowveatesty LM, LR lub W. Najwazniejszym problemem, ktory musimy
rozwiaz& przy estymacji procesd RM A jest ustalenie wielkeci parametréw i ¢. Mozna do
tego celu zastosowkilka alternatywnych procedur. Jedna mozlge@ jest zastosowanie znalezie-
nie takichp i ¢, dla ktérych wart&¢ kryteriéw informacyjnych jest najnizsza. Druga mozlse@
jest zastosowanie do ustalenid ¢ metody od ogélnego do szegdtowego w sposéb analogiczr
do opisanego w podrozdziale dotyczacym modeli. Ostatnim sposobem, identyfikagjii ¢ jest
metodologia zaproponowana przez Boxa-Jenkinsa.

e Funkcje ACF i PACF

Metodologia Boxa-Jenkinsa opiera sig na obserwaciji, ze paramiejigrocesy mozna wywnioskowa
na podstawie analizy zachowania dwoch funkgji: funkcji autokorelacji prodésk (Autocorrelation
Function) i funkcji autokorelacji czastkowd AC'F' (Partial AutocorrelationFunction). Funkcja



AC'F zdefiniowana jest na zbiorze liczb naturalnych. W&gttunkcji ACF dla pewnegdk, oz-
naczane jak@y, jest rowna
Cov (Yt, Yt—k)

Var (y;)

FunkcjaPACF jest takze zdefiniowana na zbiorze liczb naturalnych. V¥arq,;. tej funkcji
jest réwna wyestymowanemu wspotczynnikawi w modeluAR (k)

Pk =

Yye=0+a1y—1+ ...+ oY + &

Metodologia Boxa-Jenkinsa opiera sie na obserwacji, ze ksztatty fuAkel' i PACF zaleza
od wielkdsci parametrow i . Rozwazmy najpierw procedR (1)

Ye = 6 + oY1 + &

Proces ten mozna zaptsaa pomoca wielomianu operatora opéinie
(1-ail)ys=0+¢

Korzystajac ze wzoru na odwrotsowielomianu operatora opoziiieizyskujemy

1*041 +Za18t ‘

=0
Zaktadamyg, sa nieskorelowane. Wynika z tego, ze

Y =

+Za1 (e4—:) 0 (12.11)

:17()[1

Var (y;) = Var <Z alst l) S Za

1=0 1=0

E (y:)




Z drugiej strony

Cov (yt, yt—k) l(Z%ft z) (Z%&ik)] (12.12)
= i=0
o2

k 21 2
g adig? = ok P
1- aj

Przy czym skorzystamy z niskorelowamat. Wynika z tego, ze dla procestiR (1) teoretyczna
wartcst funkcji ACF jest rowna

pr = af
przy czym fatwo zauwazy ze proces ten ma skozona wariancje jedynie dla;| < 1. Wynika
z tego, zeAC'F dla tego procesu maleje wykitadniczo. Przyktadowy przebieg furk€jii’ dla
procesud R (1) przedstawiony jest na rysunku Na wykresie linia przerywana zaznaczono wstto
krytyczna dla hipotezy zerowej, Zé : p;, = 0.

Przebieg funkcjiP AC' F wywnioskowa& mozna z wtasrci estymatoréwa; jest estymatorem
parametru przy;_;. Dla procesudR (1) jest to jedyny parametr przy opéznionygh ktory jest
rozny od zera.«ay; dlai > 1 sa wiec estymatorami parametrow réwnych zeru. Oznacza to, :
jedyniea;; powinien byt istotnie rozny od zera. Przyktadowy przebieg fundedC F' dla procesu
AR (1) zilustrowany jest na rysunk®i Linia przerywana zaznaczono na nim wattérytyczna dla
hipotezy, zeny, = 0.

Rozpatrzymy teraz przypadek proce®i (1) danego rownaniem

Yo =0+ e+ 01601
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Rysunek 1:AC'F dla procestiR (1)

Dla takiego procesu teoretyczne wétofunkcji AC'F' obliczamy w nastepujacy spos6b
E(y) =46
Var (y;) = Var (;) + 07 Var (g,_1) = (1 + 67) o
Cov (Yt yi—1) = E (et + Ohes—1) (€1-1 + O164-2)
=E(g161-1) + 01 E (e61—2) + 1 E (67_1) + 01 E (e4-184-2) = 010°

Dlai > 1 zmienne losowey; i y:—, Sa nieskorelowane poniewagz i ¢;—; sa nieskorelowane z
ek i er—k—1 dlak > 1. Wynika z tego, ze teoretyczne wasto funkcji AC'F dla procesu\/ A (1)



I—  y(0=0,6%y(t-D+e®  e()~N(©0,) |

Rysunek 2:PACF dla procesuAR (1)

ksztaltuja sie nastepujaco

_ 11"59% da k=1
Ph 0 da k>1

Przyktadowy wykres funkcjAC' F dla procesuVl A (1) przedstawiony jest na rysunidu
Teoretyczne warti funkcji PAC' F mozna znaleZ przeksztatcajac procéd A (1) do postaci
procesuAR (co)
yy=0+(1+0,L)e;

Y (1+0.L) " =1 +6,L)" "6 +e
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Rysunek 3:ACF' dla procesul/ A (1)

1)
146,

Y = +Z(_01)1yt—i +et
=1

Wynika z tego, ze przebieg funkdif AC' F' bedzie w przyblizeniu dany przez,, ~ (—9)’“ . Wykres
PACF dla procesuM A (1) powinien wiec wykladniczo maée Méwimy tu jedynie o przyblize-
niach, poniewaz oszacowania procédud (1) na podstawie procesdR (p) beda asymptotycznie
obciazone ze wzgledu na wystepowanie problemu zmiennych pominietych. Przykladowy wyk
funkcji PACF dla procesuV/ A (1) przedstawiony jest na rysunku

Nasze rozwazania mozna w prosty sposob uogdlaiprocesylR (p) i M A (q) . W przypadku



=  y=0.7%e(t-D+e(t)  e()-N(©0,0.09) |

Rysunek 4:PACF dla procesuM A (1)

procesOwAR (p)
Y =0+ a1Y—1+ ...+ 0pYi—p + &
z rozwazan z podrozdziatu na temat wielomiandéw operatora opdinieika, ze

6 oo

Wartcst oczekiwanay, wynosi

d

E =
(v2) l—a;—...—q




za6 jego wariancja

Var (y;) = Var (Z fdjigt_l,) — g2 Zd)? —

=0 =0

(S50) (o)

= 0" Vithitk =W
i=0

Poniewaz, jak ustal@imy w rozdziale 17.2 wspotczynnikiy; wyktadniczo maleja wieg,, bedzie
takze wyktadniczo mafea tym samy funkcjad C'F' postaci
_

Y0
bedzie takze wykladniczo male Wartdsci funkcji PACF sa rézned jedynie dlap pierwszych
akk. W przypadku procesw/ A (q) wartdsci pi funkcji ACF sa istotnie rozne od zera jedynie
dla pierwszychy op6znié a funkcjaP AC'F wykfadniczo maleje. W przypadku, kiedy mamy do
czynienia z procesePdRM A (p,q) dlap # 0 orazq # 0, funkcja ACF i funkcja PACF po
poczatkowych fluktuacja zaczynaja zbiégio zera. Box i Jenkins proponowali w tym przypadku
dopasowywanie procesOw o coraz wyzszych wigthach parametrow i ¢ az do momentu, kiedy
reszty z tak dopasowanego procesu nie wykazuja autkorel&jgeruje sig, ze wystarczy do tego
celu dopasow@amodel, dla ktéregp + ¢ < 3. Testem, ktory stosuje sie do testowania hipotezy

zas kowariancje

Cov (yt, y1—x) = E

Pk

1Jednak postepujac w ten sposéb przechodzimy od modelu szczeg6towego do ogolnego.



zerowej, ze bledy losows,, . .., e,k W takim modelu sa nieskorelowane jest statystyka Ljunga
Boxa

~2
Pk D, 2

k XKfpfq
n —

K
Q =n(n+2)
k=1
gdziep; sa zdefiniowane jako korelacje reszz wyestymowanego modeldRM A (p, q)
~ Z?=k+1 €tk
Pk = ﬁ
t=k+1*t
e Rownania Yule-Walkera
ZauwazW modelr R (¢) , dlak = 0 uzyskujemy
Y =E W, y) =E[(aye—1+ ... + apye—p + 1) Y1 (12.13)
p p
=Cov(er,yr) + Y aiB(p_iy) =0+ _
=1 =1

Dlak >0
Ve = Cov (Yt Ye—1) = E[(arye—1 + ... + apyr—p + 1) Ye—1) (12.14)

p P
= Z a; B (Yi—iyi—x) = Z a;Vr—i
i=1 i=1

przy czym korzystamy z tego, ze

Cov (Yt—i, yt—k) = Cov (ytvytf(kfi)) = Vk—i
i tego, ze
Cov (yt,Yt—x) = Y& = Cov (Yr, Ye+k) = Y-k
Rownanie (2.14 mozna zastosoveado znalezienigy dlak > p jesli znamy~; dlai = 1,...,p.



e Prognozowanie za pomoca modeARIMA
ModeleARM A (p, q) sa bardzo popularne jako proste narzedzie stuzace do prognozowania przy
zachowania szeregéw czasowych. Szczegdlna zaleta tej metodologi jest prostota z jaka takie
nozy mozna formutow@ Oczywistym wzorem na prognozg dla okresu + 1 dla procesul2.10
jest

Uiyl =0 —Q1ys — QoY1 ... — QpYt—py1 + € +01€i 1+ ... + 0414
Po to by sformutowa prognozey; na okrest + 2 mozemy postuzy sie w analogicznym wzorze
sformutowana juz prognoza dig, 1

Ytr2 =0 — Q1¥i+1 — QY - - — QpYr—pra + 1€ + ... + 0 g11
Sposob ten zastosowao znalezienia prognozy.s podstawiajac zg;1,. . ., yi—p+s rekruren-
cyjnie policzone prognozy; 11, . . . , Ji—p+s. PoOniewaz wptyw bardziej oddalonych btedéw losowyc

nay;, jest coraz mniejszy, wigc prognozy wygenerowane dla proggal/ A zbiegaja, dla bardziej
oddalonych w czasie okreséw, 8oedniej tego procesu réwn?jﬁ. Przyktadowy wykres
prognoz wygenerowanych dla procediRM A (1,1) pokazany jest na rysunku Na rysunku tym
zaznaczono tez wafoi 4; s + 24/ Var (g:45). Zauwazmy, ze podobnie jak prognozy, tak i wari-
ancja btedu prognozy dazy z uptywem czasu do stalej.

Literatura: Steward {991 str. 209-245, GreerlQ97) str. 823-841.

e Estymacja procesowARIMA(p,d,q)

e Estymator MNK

Estymacje procesll R (p) mozna przeprowadziprzy uzyciuM N K pod warunkiem, ze bledy
losowe sa nieskorelowane i hoskedystyczne. W takim przypadku mozna przyjmujemy za zmie
zaleznay, a zmiennymi niezaleznymi sa zmienpe. 1, . . ., y:—p. Konieczne jest pominiecie pier-
wszychp okresOw, poniewaz f@i y; jest pierwsza obserwacja, to brak nam informacji na tema



[T— /=108y (i-D 0.7 e( D+0.4*e(t2)+e___e~N(0.0.09) Prognozy ]
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Rysunek 5:Prognozy z modelllRM A (1,2)

Yo, - - -, Y—p+1, KtOrych poziomy musimy zriajako, ze sa one poziomami zmiennych niezaleznycl
dla okresowt = 1, ..., p. Oznacza to, ze dodawanie opézZnie modelu prowadzi do utraty stopni
swobody nie tylko poprzez konieczstoszacowania wiekszej ibei parametréw ale i z powodu
ograniczania wielksci préby.

Poniewaz zmienne niezalezne w takim modelu sa losowe wiec mozemy pogigigyadynie
wynikami asymptotycznymi. Stosowanie statystykF moze by jednak w matych prébach uza-
sadnione o ile pokazano, ze sa przyzwoitymi one aproksymacjami prawdziwych rozktadéw m:
prébkowych.

Przy estymacjiM N K modeluAR (p) trzeba szczegOlnie zwracawage na problem autoko-
relacji. Jak pokazamy w przyktadzie§.1), w tym przypadku autokorelacja moze doprow&din
wystapienia problemu rowanocze$aq ktéry powoduje, ze estymator, nawet w duzej probie bedzi



obciazony.
e Estymator Yule-Walkera
Roéwnania (2.14 mozna zapisaw postaci macierzowej jako
71 Yo o Op-1 aj
Tk Tp+1 Y0 ap
Oczywistym kandydatem na estymator bedzie
aq Yo o p—1 a!
ap aerl e /'770 '/7\k
Gdzie korelacje empiryczrg, sa wyznaczane dla= 0, ..., p na jako momenty z prébyy

T
y=T" Z Yt
t=1

T
=T > W=7 Ws—7)
t=k+1

. Estymators?2 mozna znalez z réwnania {2.13 przyjmujac, ze
p

52 =0~ Y ai
=1
Estymator Yule-Walkera parametrowy, . . ., a5 jest rownowazny estymatorowi/ N K jeSli do

policzenia momentéw z préby wykorzystmay jedynie obserwagis, . . ., yr.



12.4. Integracja i kointegracja

e Procesy stacjonarne i niestacjonarne

Wszystkie procesy stochastyczne, ktére dotad analizemglbyty procesami stacjonarnymi. Definic
stacjonarnécii niestacjonarri&ci znajduja sie w podrozdzial&.5 Typowym przypadkiem skalarnycl
proceséw stacjonarnych stacjonarnych sa proeey/ A (p, q) , poniewaz jak pokazamy, w ich
przypadkuVar (y;) = const aCov (yt, y:—) = v (k), ktére zalezy wylacznie o&l.

Najczeciej rozpatrywanym przykltadem procesu niestacjonarnego proces

Yt = Yi—1 T &t (12.15)

Jesli podstawimy w tym wzorze zg:—1 = yr—o2 + £1—1, t0 uzyskamyy; = yi—o + €:-1 + &¢.
Postepujac rekurencyjnie w ten sposob uzyskamy, ze

t
Yt = Yo + ng
s=1

J&sli zatozymy, zeyo = 0, to
E(y) =0

¢
Var (y;) = ZVar (e5) = to?
s=1

t
Cov (Yt, Yrth) = ZVar (es)+2 Z Cov (g;,¢5) = to?
s=1 i#j
Zauwazmy, ze w tym przypadku zaréwno wariancja jak i kowariancja procesu nie sa state w cz
CO 0znacza, ze proces ten rzeczswig nie jest procesem stacjonarnym. Przykladowy wykres prc
cesu (2.19 znajduje sie na rysunké. Innym przykladem procesow niestacjonarnych sa proces



ARIMA (p,d, q) dlad > 0.

|—  yO=y(t-D+e)  e)~N©O.D) |

Rysunek 6Zmiennaz; ~ I (1)

Wazkd&E pytania, czy proces jest stacjonarny wynika z wplywu stacjorsginme wiasnsci
estymatoréw. Rozwazmy na przyktad zalozeBi8 Dla proces6w stacjonarnych mozna, przy
uzyciu Centralnego Twierdzenia Granicznego, pokaza macierz

T7'X'X £ Var (z,) — E (z) E (z}) = Q = const

Dla procesow niestacjonarnych nie mozna uzggkadobnego wyniku, poniewadar (x;) nie jest
stata. Przyktadowo dla procestiZi19 macierzplim (Var (x:)) = oco. W rezultacie wnioski z
podrozdziat6.3 nie maja zastosowania dla proceséw niestacjonarnych.



e Rzad integracji zmiennych
Szczegolnym rodzajem procesOw niestacjonarnych sa procesy, ktére mozna sprowatkzcjonarnic
z pomoca réznicowania. Najprostszym przyktadem takiego procesu jest pt@cé9.(Zauwazmy,
ze dla tego procesu

Ay =&
jest rzeczywécie stacjonarna. Proces, ktéry mozna doprowadai stacjonarr&ci za pomocal-
tych réznic nazywamy zintegrowanym rzedui oznaczamy jakay, ~ I (d). Przyktadowo takimi
procesami sa procesYRIM A (p, d, q). Dla proceséw takich jak procesYRIM A (p, d, q) , ktore
mozna zapisaza pomoca wielomianu operatora oponjeko

A(L)ys =0+ ¢ (12.16)

wartcst oczekiwana jest rowna
E(y,) =E [Ail (L) (6 4¢e)] = AT (1) (6 + &)
a wariancja
Var (y) =E[A7! (L)e}] = A% (1) 0?
z rozwazé na temat wiasrgei wielomiandw operatora op6zhiaviemy, ze A—! (1) jest skac-
zone jedynie dla przypadku, kiedy pierwiastki wielomiaAdL) leza poza kotem jednostkowym.
Zauwazmy teraz, ze warunek ten jest takze warunkiem koniecznyr, (y) i A2 (1) o2 byly
skahczone a proceg, stacjonarny.
Integracja rzedd dla procesow typul(2.16 oznacza, ze mozna je przeksztatdd
Ady, = AA N (L), =1 - L)Y A (L)e, = Cy (L) &

gdzie C; (L) &; jest stacjonarne. Wynika z tego, ze(L) = (1 — L)d Cy (L), co oznacza, ze
wielomian A (L) mad pierwiastkéw jednostkowych.



W Swietle tego, co dotychczas powiedZsefiy bardzo istotnym problem jest problem znalezienic
stopnia integracji procesu. Poniewaz ustalenie rzedu integracji rownowazne jest ustadenpidio
wiatkéw réwnych zeru dla wielomiand (L) testy te nazywamy testami pierwiastka jednotkowegc
(unit root test3.

e Test Dickey-Fullera

Najpopularniejszym obecnie testem istnieniepierwiastka jednostkowego jest ta3tF" (Dickey-
Fuller). Hipoteza zerowa jest, ze procgs~ I (1). W najprostszym przypadku hipoteza ta jest
réwnowazna hipotezie, ze w réwnaniu

Yt = QY1 + & (12.17)
a = 1. Okazuje sie, ze pAtiej jest estymow@przeksztatcone réwnanie
Ay = (=1 g1+ = pye—1 +e (12.18)

poniewaz w tym przypadku hipoteza zerowa o istnieniu pierwiastka jednostkowego sprowadze
do Hy : p = 0. Okazuje sig, ze rozklad tego testu nie jest rozkladestudenta. Specjalne tablice
wartdsci krytycznych mozna znalézmigdzy innymi w ksiazce Charemzy i Deadmah@9g7). Dla
nieco ogolniejszego przypadku, dla ktéreganoze by skorelowane zamiast rownariia.18esty-
mujemy réwnanie
k
Ay = pyr—1 + Z 0; Ay + &4 (12.19)
i=1
przy czymk jest tak dobrane, ze reszty z wyestymowanego réwnania byly nieskorelowany.
uogolniony testDF nazywamy rozszerzonym testem Dickey-Fullet® F (AugmentedDickey-
Fuller). Rozkiad tego testu jest doktadnie taki sam jak tdsfu
Jesli podejrzewamy, ze rzadlintegracji procesu jest wiekszy ddmozemy postuzy sie proce-
dura Dickey-Pantuli. Najpierw dobieramy najwyzszy rzad integragiki wedtug nas moze mée



analizowany proces. Sugeruje sie przy tym, ze w ekonomii nie spotyka sie szeregéw o rze
integracji wyzszym ni3. Nastepnie kolejno testujemy hipotezy, Xéx., . .., Az, zawieraja pier-
wiastek jednostkowy. Za rzad integracji procesu przyjmujemy najwyzsdia ktérego hipoteza
ta zostatanie zostata odrzuconaOstatnia uwaga dotyczy roli trendéw deterministycznych przy
testowaniu hipotezy o istnieniu pierwiastka jednostkowego. Zauwazmyslze je

Ay =6+ pyr—1 +€¢

to w przypadku prawdziw&ci Hy : p = 0, mamyy; = o + 0t + Zizl g4, a jesli hipoteza zerowa
jest fatszywa, tay;, = % + Zizl a'e;.Ksztait trendu deterministycznego dla hipotezy zerowe;j |
alternatywnej sa wigc rézheCo wazniejsze, rozkiady testaivF' i ADF zaleza od formy trendu
deterministycznego w modelu. Przed przystapieniem do testowania istnienia pierwiastka jed
tkowego nalezy wigec zdecydowaczy i jakiej postaci trend deterministyczny wystepuje w anali-
zowanym procesie. Natepnie nalezy wyestymowarametry tego procesu i porovinazyskana
wartcst statystyki z tablicami testd D F' policzonymi dla procesow z tak zdefiniowanym trendem.

e Kointegracja
Niestacjonarngt zmiennych moze lypowodem istotnych trudsei poniewaz w przypadku mod-
eli zawierajacych takie zmienne nie sa spetnione zatozenia konieczne dla uzyskania wynikow z
drozdziatu6.3. Szczegolnie duze problemy moze spowodostasowanie standardowych rozktadéw
w przeprowadzeniu w takich modelach testéw istétio Pokazano, ze dla modelu jednoréwnan-
iowego, H, 0 nieistotn&ci zmiennej niezaleznej jest asymptotycznie zawsze odrzucslnsy|ko
zmienna objaniana i zmienna obgmiajaca sd (1). Nie ma przy tym znaczenia, czy istnieje rzeczy-
wisty zwiazek migdzy tymi dwoma zmiennymi. Regresje z takimi falszywie istotnymi statystykat
nazywamy regresjami rzekomynsgurious regressions

Istnieja jednak wazne przypadki, dla ktérych estymacja modeli dla zmiennych niestacjonarn

2Jest to jedna z powaznych wad testu Dickey-Fullera.



jest mozliwa a uzyskane wyniki maja gteboka interpretacje. Szczegdlnie wazne jest tu pojecie k
tegracji. O procesig; ~ I(d) i procesiex; ~ I (d) méwimy, ze sa skointegrowane rzetlz
wektorem kointegrujacynﬁl, —ﬁ’)’ jesli y; — =, 3 jest zintegrowane rzeddi— b. Oznaczamy to
jako (ys, @) ~ CI (d,b) . Najczgciej analizowanym przypadkiem jgst, ;) ~ CI (1,1), kiedy
ye~I(1)iae ~1(1)ay:—ax: B~ I(0). Przyktadowy przebieg tak skointegrowanych szeregowv
przedstawia rysunek

[ =2 T5037e0__e-N00.09) __=—1D]

0 N

Rysunek 7:ProcesCT (1,1)

PrzypadeKy;, z;) ~ CI (1,1) jest szczegolnie interesujacy, poniewaz udowodniono nastep
jace twierdzenie.

Twierdzenie 12.2 (Twierdzenie Grangera) Je8liy:, x:) ~ CI(1,1) to y. mozna przedstawic w



postaci nastepujacego Mechanizmu Korekty Bled#i) (Error CorrectionMechanism)
k k
Ay =a(y—zB)+ Y 0Ay—i+ Y Aziy, +e (12.20)
=1 =1

Mechanizm korekty btedéw ma ciekawa z punktu widzenia ekonomii interpretacje. Wyra:
nie y; = x;3 interpretujemy jako réwnowage dtugookresoway, a- ;3 jako odchylenie od tej
réwnowagi. Wspotczynnike zwiazany jest z szyblszia dostosowanig, do poziomu rownowagi.
Wspotczynnikid; i v, zwiazane sa z krétkookresowa dynamika procesu.

Wiegkszat zaleznéci miedzy zmiennymi ekonomicznymi wynikajaca z teorii ekonomii me
charakter dlugookresowy. Mechanizm korekty btedéw umozliwa rozréznienie takich diugook
sowych zalezngci od zalezngci zwiazanych z dynamika krétkookresowa.

W przypadku tego typu analizy musimy rozwigzdwa wspéizalezne problemy. Po pierwsze,
stwierdzt, czy istnieje kointegracja miedzy zmiennymi. Po drugigli jeroces jest skointegrowany,
nalezy wyestymow@parametry procesl?.2Q Ponizej omoéwimy najcAeiej w praktyce stosowana
metode postepowania.

e Dwustopniowa procedura Engla-Grengera
W dwustopniowej metodzie Engla-Grangera wykorzystujemy fakt, &e (g, :3) ~ CI(1,1),
to M N K zastosowany do modelu
Yy = x B+ € (12.21)

da zbiezny estymator parameffu O estymatorze tym moéwi sie, ze jest superzbiezny, poniews
Tzb -2 3, podczas gdy w standardowym przypadju~ I (0), ; ~ I(0) mamy jedynie, ze
b -2 3. Na pierwszym etapie procedury Engla-Grangera wyliczamy estyrhatqfi .

Mozemy teraz przetestowaczyy; i «; sa skointegrowane. J&y; i x; sa skointegrowane,
to resztye; = y; — x;b sa dla duzych préb stacjonarne. Test Engla i Grangera na kointegra
sprawadza sie do zastosowania tedtl F' do ¢;. Rozktad tego testu zalezat bedzie zaréwno oc



ilosci elementow wektora; jak i od tego, czy we, znajduje sie stata lub trend deterministyczny.
Jésli stwierdzimy, zey; ~ I (1), x; ~ I (1), ale resztye; z modelu (2.2]) sa stacjonarne, tg; i
x; sa skointegrowane.

Poniewazb jest superzbiezny wiec mozna go w procesie estymaciji traktgaa znana stata.
Podstawiajad do réwnania {2.20 uzyskujemy réwnanie w ktérym wszystkie zmienne, to jest

Ay, gy — by Ayp 1, .., Ayp_x, Axy_q, ..., Axy_ Sa stacjonarne. Na drugim etapie procedury
Engla-Grangera estymujemy wigc rownanie
k k

Ay = oy + Z 0; Ay i + Z Azy iy, + et
i=1 i=1

za pomoca standardowegdé N K .
Przyktad 12.3 Testowanie hipotezy o parytecie sity nabywd2é& P (Purchasing Power Parity).
Jedna z bardziej znanych hipotez ekonomicznych jest hipoteza, ze sita kursy walut powinny
takie, by sita nabywacza okreslonej waluty, po przeliczeniu na inna walutg, miata taka sama
nabywcza za granica jak w kraju. Jesli hipoteza ta jest prawdziwa jest, to

E, Ef

I, I
gdzieE, jest cena US$ w walucie krajowej, cena US$ w walucie zagraniczneja I; sa indek-
sami cen odpowiednio w kraju i zagranica. Po zlogarytmowaniu stronami uzyskujemy

€t — it = 6: - Z;k
Jest prawdopodobne, Z8 PP obowiazuje jedynie w diugim okresie. Testy pierwiastka jednos
tkowego wykazuja, zg, e}, i;, iy sa wszystkié (1). Hipoteze o istnieniu diugookresowym istnieniu
PPP mozna przetestowact badajac, ezyi., e}, i; sa skointegrowane dla wektora kointegrujacego
(1,-1,-1,1).



Literatura: Steward {997 str. 199-208, Greenl@97) str. 841-859, Charemza i Deadman
(1997) str. 103-144
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