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13. Modele VAR

13.1. Metodologia klasyczna
e Podzial na zmienne z egzo i endogeniczne jest z gory znany
e Forma funkcyjna modelu jest z géry znana
e Zmienne w modelu sa stacjonarne

13.2. Porazka modeli klasycznych

e Prognozy uzyskiwane z duzych modeli wieloréwnaniowych w praktyce czesto gorsze
prognoz uzyskiwanych za pomoca metodologii Boxa-JenkiAgdNIA) mimo zawartej w
nich explicitewiedzya priori.

Zrodta metodologiVAR

e Niezadowolenie z klasycznych modeli wieloréwnaniowych uzyskiwanych za pomoca met
Komisji Cowlesa

e Lovell - problemem w przypadku wigks&oi modeli jest uzyskiwanie wysokiede? i statystyk
t za pomoca nieustrukturyzowanego przekopywania danych

¢ Krytyka Simsa - niepowodzenie klasycznych modeli wieloréwnaniowych wzieto sie z ident
fikacji z rownah za pomoca arbitralnych i nie wynikajacych z teorii ogranfcearzucanych
na poszczegodlne réwnania celem uzyskani ich identyfikaciji

Odpowiedz Simsa

e Czesto nie da sig z gory uzngdnych zmiennych za egzo a drugich za endogeniczne - wszy
tko zalezy od wszystkiego

o Wieksza wage trzeba przywigzeo analizy dynamicznych wtaséci modelu - w szegolrsei
jego reakcji dynamicznej na szoki a mniejsza do analizy form funkcyjnych



13.3. ModelVAR

e Strukturalny bez ograniczef
Ax; =Bixi 1+...+ Brxi_ 1 +¥D,; +u, (13.1)

U ~ N (0, E)
gdzie X; jest wektorem losowym x 1, a D, jest wektorem nielosowym o wymiarach x 1, X

jest macierza symetryczmax p a wartéci poczatkowe procesu sa pewnymi zmiennymi losowymi
Zauwazmy, ze parametry w tym modelu sa w ogdlnym przypadku niezidentyfikowane.

e Forma zredukowana
Mnozac (L3.1) lewostronnie przeA ' uzyskujemy:
z,=A'Bizy 14+...+ A ' Brxy_p +A! U D;+u,
definiujacIl; = A™'B;, d= A7'W¥, ¢, = A 'y, Q = A 'S A"} otrzymujemy typowa
post& VAR ktdra traktow& mozna jako forme zredukowana model3 ():

x, =Ilhax, 1+ -+ +PD +¢, t=1...T (132)
gdzie
€: ~ NID (0, Q)
e I|dentyfikacja Simsa
Zatézmy, zeC jest macierza Choleskiego dla macief2y Wtedy
CcQC' =3xp (13.3)

i macierzX p jest diagonalna. Mnozac lewostronnie rownari® przezC otrzymujemy



Cx;=CIlhxzi 1+...+ CII, x;_1+Cle
=Wz +...+ Yz p+7,
gdzie
n, = Ce; ~ N (0,X%))
Forma ta jest forma strukturalna dlg = CITI; jesli tylko ograniczenia implikowane przez3.3

rzeczywscie identyfikuja strukture modelu. Macierz Choleskiego jest macierza dolnotrojkatr
wiec model ma nastepujaca pdsta

k
T = E Y1iTe—i + Mg
i=1
k
Top = —C21%1¢ + E Yo Ty—i + Moy

i=1

G—-1 k

TG = — Z cqiTit + Z Yai®i—i + Nce

i=1 i=1

gdziew;; jestj-tym wierszem macierzil; W rezultacier,, zalezy jedynie od zaburzenia losowego
1, Top zalezy bezpdrednio od zaburzenia losowegg a pdrednio, poprzez;; od zaburzenia
losowegon;;, etc. Oznacza to, ze; jest zmienna z gory okétona w stosunku da;; jesli
i < j. Implikuje to pewna strukture przyczynosa, w ktérejz;; moze natychmiastowo wpty-
wac naz ;; ale nie na odwrot. Jest rzecza sporna, czy tego rodzaju strukturg przycAagonazna
wywnioskowa z teorii ekonomii.



Jesli jednak model jest prawidtowo zidentyfikowany, to elementysa wzajemnie niezalezne
i n;x moze by interpretowane jako strukturalny szok odnoszacy sie do zmiennepszacowane
w tak zidentyfikowanym modelu reszty mogathyaktowane jako estymatory szokéw struktural-
nych i moga b¢ analizowane pod katem ich wptywu na zachowanie zmiennych endogeniczny
Czesto poréwnuije sig takze przebieg tak oszacownych szokéw (np. podazowych i popytowyc
przebiegiem wypadkow historycznych.

13.4. Przyczynow@&t
e Nie istnieje natychmiastowa przyczyno$zo
¢ Nie istnieje natychmiastowa wzajemna przyczynstvo
e Przyszi&Gt nie moze powodowaterazniejszsci
e Testowanie przyczynow&ci
e Test Grangera
e Test Simsa

13.5. Stacjonarnt, integracja i kointegracja

Definicja 13.1 Proces stochastycznym jest silnie stacjonarny, jesli taczna dystrybuanta tego p
cesu spetnia warunek

F (@, Tiys - T,,) = F (Tty by Tioths - - Thth)
dla dowolnychty, to ..., tm i hi@s, = T4y 4hy Tty = Ttyth,- - Tt,, = Tty +h-
Definicja 13.2 Staba stacjonarnosci

Var (z;) = Xx < 00



Cov (x4, , @t,) = Cov (T4, +hy Tiyth)
dla dowolnychty, to i h.
Uwaga 13.3Dla proces6w gaussowskich mocna stacjonarnos¢ jest rownowazna stabej stacjona
Uwaga 13.40 procesier;, w ktorym wystepuja trendy deterministyczne, przyjeto sie mowic, ze je
stacjonarny jeSlic; — E (x;) jest procesem stacjonarnym.
Definicja 13.5 Proces liniowy definiujemy jake, = C(Lye, =% ."Cie,t =0,1,...gdzie
szeregC (z) = Y ., Ciz" jest zbiezny dldz| < 1+ 4 dIa pewnego® > 0 a g; ciagiem nieza-

leznych i o identycznych rozktadaghwymiarowych zmiennych losowych o wartosciach oczeki
wanych réwnych zero i macierzach wariancji kowariancji rowngrh

Definicja 13.6 Proces stochastyczny. nazywamy procesei(1), jesliz; — E (x;) jest procesem
liniowym i||C (1)|| < oo, gdzieC (1) = Y2, C..
Lemat 13.7 Proces liniowyz;, jest stabo stacjonarny rzedu

Dowdd. Wartcst oczekiwana dla zmienngj(0) rowna jest). Z kolei wariancja i kowariancje

saréwne
oo /
(ZC € l) (Z Cieti+h> ]
i=0

E (wt, wt+h

dlah =0,1,.... Zauwa'zmy, ze

i+ =[CRC| <o

(E)(Z)

i >y C,~QC§+h zalezy jedynie odi. m




Definicja 13.8 Proces stochastyczmy uwazamy za zintegrowany rzedllco oznaczamy jake, ~
I(d),d=0,1,2,...jesli Az, jestI (0).

Definicja 13.9 Niecha; bedziel (d) . =; nazywamy procesem skointegrowan§(d, b) z wek-
torem kointegrujacyns jesli 3'x; jestl (d — b).

13.6. Warunki stabilnosci i stacjonarndsci dla modeliV AR

Z rozwaza zawartych w podrozdzialé7.2 dotyczacym wiasrici operatora op6zniewynika, ze
jesli wielomian charakterystyczny jest odwracalny, to

A(L) ' = f: U, L
=0
Oznaczato, ze proce$3.2 mozna przeksztatci do procesu
Ty = i W, (e—; +PD; 1)
1=0
Wartost oczekiwana
i =E i V(i +PDy_1)| = i v, ®D;
=0

1=0
w rezultacie

o0
x —B(w) =) e
i=0

Szereg

oo

i U, = Z J AT
1=0

=0



jest zbiezny j8li A (L) jest odwracalny. W rezultacie mamy nastepujacy wniosek:
Whiosek 13.10 Jesli wielomian operatora op6znieh proced3 (9 jest odwracalny, tac, ~ I (1)

13.7. Kointegracja a modelel” AR

Proces {3.2 mozna za pomoca transformaciji kointegrujacej przeksztéhg. Liitkepohtl991) do
nastepujacej postaci:
k—1
A:Ift = Hil?t,1 + Z FZ-Awt,Z- + ‘I)Dt + €, t=1...T (134)
i=1
gdziell = Y7 | I, — I'iT; = — Y, | TI;. Wielomian charakterystyczny tego procesu jest
dany wzorem:
k—1
A(z)=(1-2)I-Tz-» T;(1-2)7 (13.5)
=1
Zauwazmy, zd A (1)| = 0 moze z&¢ tylko wtedy, gdy jéli IT jest osobliwa. W takim przy-
padkuIl mozna rozki na iloczynIl = af’, gdziea, B sa macierzamp x r 0 pelnym rzedzie
kolumnowym, gdzier < p. Twierdzenie Grangeral®83 o reprezentacji podaje warunki, dla
ktérych proces13.4) jestI (1) oraz umozliwia przedstawienie tego procesu za pomoca wielowym
arowego procesiM A (moving average) i umozliwa interpretacje maciefZyako macierzy wek-
toréw kointegrujacych.
Twierdzenie 13.11((19959) Jesli |A(z)| = 0dla|z| > 1, istniejac i B 0 wymiaractp x ripx r
oraz rzedzie, takie ze
II=af
Koniecznym i dostatecznym warunkiem/y, — E [Ax,] i 'z, — E (8'x,) byly rzedul (0) jest,
ze
[/ T8, | #0, (13.6)



gdziel' = — Zf:_ll T';. W tym przypadka:; z mozna zapisat w nastepujacej formie:

t
=C> (et+®D;)+Ci (L) (e + BDy) + Ag (13.7)
i=1
gdzieC =3, (o/LI‘ﬁL)’1 o’| aC; (z) ma pierwiastki poza kotem jednostkowyp 4, = 0.
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze

Ba,=B'Ci(L) (s +®Dy) =B Cui(er + ®Dy)
=1
jestI (0), poniewazC (z) jest zbiezne. Wektory stanowiace kolumny macieBayazywami wek-
torami kointegrujacymi procesy;. Za poczatkowe warfei procesu przyjmuje sie takie zmienne
losowe, dla ktorych dystrybuan¥x, jest stata w czasie dia=1,...,T.
Twierdzenie Grangera umozliwia dekompozycje zabunpsowych na te, ktére maja wplyw
permanentny na proces i te, ktore maja wpltyw pBegwy. Zauwazmy, ze z reprezentadjiB(7)
t t
wynika, ze trwaly wptyw nac; maca’; > €, zé6a’ Y €, majedynie przéjciowy wplyw. Element
=1 =1
t
o) Z €; Zwiazany jest 2 — r niezaleznymi trendami stochastycznymi wystepujacymi w procesic

Wp}yw elementow deterministycznych na zachowanie procesu zalezy od tego, czy wektor pa
Z nimi zwiazanych jest réwnolegly da. Przyktadowo, jéli D, zawiera jedynie stata, wtedy m;
wystepowd bedzie trend liniowy, poniewaa’; Z‘;:l ¢ = a ¢t. Trend taki nie wystapi jednak
jeSli &', ¢ = 0, czyli dla szczeg6lnego przypadku, kiedyjest rownolegte dax. Bezwarunkowa
wartcst oczekiwanar; jest rowna

t
E(z)=C>» ®D,+C,(L)®D, + A,
i=1



Z kolei wariancjax; — E (x;) jest liniowa funkcja czasu:

Var (z,) = tCQC' + C; (1) QC (1)
Wyrazenied' z, interpretujemy jako mechanizm korekty btedu (Error Correction MechaBiGivi).
Z kolei macierzac nazywamy macierza wspotczynnikoéw korygujacych.

13.8. Wiasn&ci estymatorow dla modeliV AR
e MNK dla zmiennych stacjonarnych

J&sli x; jest stabo stacjonarne, to z definicji wiemy, ze macierz wariancji kowariancji jetzkoa
i stata w czasie a wigaup, Var (x;) < oo. Z kolei

T
Var (X'X) = Var <Z a:twff) Var <Z C (L)ewe,C ( ))

M’ﬂ

L) Var (g4e}) C' (L)] = TC (1) Var (g,e) C' (1)

t=1
J6sli || Var (e,e])|| < o0, to

(XTX) 10 (1) Var (,¢]) €' (1) — 0
X/X ms; g (XT ) C(L)ee,C' (L)] = C(1)QC (1)

Z drugiej stronyjell E (xe4) =0, t0

E(x)e)” = o Var (@)



1

awiecxier = O, (T—§>
X'e = gwgst = iOp (T‘é) =0, (T%>

13.9. Warunkowe skointegrowane procesy AR

Parametry procesMAR sa trudne do estymacji ze wzgledu naSidgarametréw, ktére musimy
wyestymowa. J&li w procesie {3.4) wystepuje stata i trend liniowy, to jego 80 parametréw jest
réwna ) . -
_|_

PT+(/€—1)p2+p+p+p7(p2 )Z(k+2)p2+<r+2>p (13.8)
Calkowita liczba obserwaciji dla wektorowego szeregu czasowego o&ttiifowymiarzep wynosi
Tp. Zwiekszajac liczbe analizowanych zmiennych powiekszamy wprost proporcjonalnie liczbe
serwacji, ale tracimy stopnie swobody proporcjonalnie do kwadratu liczby zmiennych. Ogranic
nie ilosci estymowanych parametréw mozna uzygskatymujac zamiast procesu bezwarunkowegc
proces warunkowy wzgledem ¢ elementéw wektorX ;. Estymatory uzyskane na podstawie
dystrybuanty procesu warunkowego mogé lejektywne jedynie wtedy, gdy zmienne generowane
przez proces brzegowy sa stabo egzogeniczne wzgledem parametrow procesu warunkowego. F
(1995 podaje nastepujaca definicje stabej egzogenigzino
Definicja 13.12 W procesie losowym generowanym pr2€zD (Proces Generujacy Dand),, (x| ;-
Pr (:Ilt| Ti_1, 0), Tr = ((Dl,mg) R 0= (01, 02) s X1 = (:130, ey :Iit,1) oy WymiarOWym wek-
torze zmiennycle, méwimy, ze jest egzogeniczny wzgledem paranfetjesli

1. PGD tego procesu mozna zdekomponowac w taki sposéb, ze
Dy (x| Xt-1,0) = D g ja, (T1¢] Xt—1, %21, 01) Dy, (21| X¢-1,602)

gdzieX; = [z 1,..., %)



2. Zbiory dopuszczalnych wartosci parametréyw € ©1, 62 € O, sa swobodnie zmienne, to
jest@1 UGBy =01 X Os.
Ograniczenia jakie musza spelajarametry procesu, by zmiennych byto stabo ezogenicznych
wzgledemg przenalizowali,?. Je&li macierz wariancji zapiszemy w zgodzie z podzialemna
Qll 912

(z14, x2¢) jako macierz blokow&2 = { Qi oy

} i pomnozymy réwanieX(3.4) przez macierz

[ é 7]&) ] , gdziew = 2152, , to otrzymamy proces warunkowy

k—1
Awlt = wAccgt + (061 — wag) ,BIIBt_l -+ Z (I‘M — wl“gz-) A.’Bt_i + (‘I>1 — w<I>2) Dt + E1t,
i=1
(13.9)
i proces brzegowy

k-1
Azor = arfBxi_1 + Z oAz + ®oDy + eo4, (13.10)

i=1

gdzieey; = €1, — 91292’216% i £9; = €9; SA rzeczyvécie niezalezne. Warunkiem koniecznym
do tego, by brzegow&GD procesuzy; nie zalezalo od3 jest warunek, by, = 0. W takim
przypadkuPGD (13.4) mozna sformutow@ajako

D, (x¢|@i—1,T1,..., Tk, a0, B, P, Q)
=Dy |, (:c1| xi 1, T2, 07 1, ,Iv{,kfl,al,,@ﬁbiﬂ’{l) X
Dy, (o] @i—1,T21,..., T 1, Bo, a2),
gdzieT:, = Ty, — wla;, ®F = @) — ws, 2}, = 11 — w oy



Johansen1(992a) pokazalt, ze jgli ograniczenie narzucone me jest prawdziwe i rzad3 jest
znany, to mozna efektywnie estymaby@ przy uzyciu procesu warunkowegb3.10. Ograniczenie
ay = 0 oznacza, ze wyrazenie zwiazane z korekta bledu nie wchodzi do procesu generujac
xo; ale wektorzy, moze by w dalszym ciagu skointegrowany. Do efektywnej estymgcijiie
jest nam potrzebna silna egzogenica@nae;, ktéra wymagataby braku przyczynos@ w sensie
Grangera. Wazne jest takze to, ze staba egzogerticang wzgledem parametr@ implikuje staba
egzogeniczn&ci tej zmiennej w stosunku dw; ale nie wzgledem pozostatych parametréw. Z tegc
powodu uzyskane z procesu warunkowed®.{) estymaton';, ®; oraz2;; sa nieefektywne i
obciazone.

Zalozenie o niewystepowaniu w procesie brzegowym elementéw zwiazanych z korekta btec
moze by oczywkcie fatszywe. W zwiazku z tym nasuwa sie pytanie, czy mozliwe jest testowar
stabej egzogeniczisoi w procesieVECM ? zaproponowali nastepujaca procedure estymaciji v
przypadku wektorowycECM. Odpowiednio zmodyfikowana wersje tej procedury bedziemy staso
przy okazji estymacii przyktadu empirycznego. Dwa ostatjegpunkty mozna traktow@jako test
diagnostyczny stabej egzogenicseor,; wzgledem parametr3:

1. Stworz proces warunkowyi 8.9 taki, by reszty z tego procesu miaty rozktddl D
Stwérz proces brzegowyl 8.10 taki, by reszty z tego procesu miaty rozkiatl D

Ustal na podstawie testow jaki jest rzad maciefizw procesie warunkowymi@.9
Przetestuj zatozenia dotyczace formy trendéw deterministycznych

ok b

Przetestuj staba egzogenicshac,, sprawdzajac, czy wyestymowane dla procesu warunk
owego (L3.9 zaleznéci dtugookresowe sa rzeczysgie nieistotne w procesie brzegowym

6. Przetestuj rzad macierzy kointegrujacej dla procesu brzegowggo

1Drugi z tych punktéw zaproponowai



13.10. Problemy zwiazane z identyfikacjd/ EC' M

W rozdziale tym rozpatrujemy problem identyfikacji. MMECM mozna rozdzief ograniczenia
stuzace identyfikacji parametrow dtugo i krétkookresowych. W mechanizmie korekty bta@ody
sposéb generowania obserwacji nie zostanie zmienioslyngecierzex i 3 zastapimy macierzami
a = ad'i B = BA~! gdzie A jest dowolna nieosobliwa macierzax r. Do identyfikacji
parametrow dtugookresowych zawartych w maciefzkonieczne jest wiec natozenie na nia
ograniczé. Do uzyskania identyfikacji parametrow krétkookresowych zwykle wykorzystuje s
ograniczenia implikowane przez brak wystepowania po prawej stronie réwrighi@d Zmiennych
rownoczesnych ze zmiennymi po lewej stronie. Ograniczenia sa calkowicie arbitralne, ale
uwazmy, ze do identyfikacji zalezaa krétkookresowych uzywamy innych ograniozeniz do
identyfikacji relacji dtugookresowych. Sk zainteresowani jeséeny jedynie zalezr&ziami diu-
gookresowymi, wtedy jedynie bedzie mialo dla nas znaczenie jakie ograniczenia zastosujem
identyfikacji parametréw krétkookresowych.

Rzad « i B nie zalezy od sposobu identyfikacji tych macierzy. Jak wiemy z Twierdzen
Grangera rzedy tych macierzy zwiazane sa &dia relacji dlugookresowych (kointegrujacych). Ta
ceche macierzy mozna przetestovgastosujac w procesie estymacji dowolne, arbitralne ogranicze
Czesto uzywamy uktadu ogranidzstuzacych do identyfikacji zaproponowanych przez Johansel
(1989:

B'SuB=1I, (13.11)
gdzie Sy; jest macierza momentow empirycznych wektsga

Identyfikacja ta, cho technicznie wygodna, nie da sig z reguty przefong ograniczenia in-
tepretowalne w ramach konkretnego modelu. Jednak estymatory uzyskane dla jednego zbioru
doktadnie identyfikujacych parametry mogackatwo przeksztatcone w taki sposéb, by spetniaty
inny zbior ogranicze doktadnie identyfikujacych parametry. Majac estymatory wyprowadzone :
pomoca powyzszeagchnicznejdentyfikacji mozemy tatwo uzyskaestymatory spetniajace szersza
klase ogranicz@ Johansenl©91) zaproponowat, by liniowe ograniczenia doktadnie identyfikujace



(3 mialy forme réwnaniat’f&'c = I, gdziec jest dowolnap x r macierza o peinym rzedzie. Po to,
by narzuct te ograniczenia na dowolny estymaf®ipoliczony dla doktadnie ale inaczej zidenty-
fikowanego uktadu relacji dlugookresowych, wystarczy zasto§avzadr

B.=8(B) " (13.12)
i a. = af'c. Szczegbinym przypadkiem identyfikacji za pomoca waruriku1() jest przyjecie
takiej macierzy, ze

B.=[1,8"] (13.13)

13.11. Metody estymacji i wnioskowania dla procesow AR

Parametry procesUARmozna estymowaza pomocMNK? zastosowana do indywidualnych row-
nah (Litkepohl199]). Metoda ta daje zgodne estymatory zaréwno dla przypadku, kiedy zmien
sal(0), jak i przypadku gdy zmienne 9(1) . Problemy zwiazane z estymadj&Rze zmiennymi
I (1) wiaza sie wiec z wnioskowaniem statystycznym a nie z tr8digoz uzyskaniem zgodnych
estymatoréw parametréw proceslB(?). Problemy z wnioskowaniem wynikaja z réznych stop
zbiezné&ci estymatorow parametréw zwiazanych ze zmiennymi o rzedzie intedrg®jii 7 (1).
Je&li w procesie nie wystepuje kointegracja, estymatory parametrow zwiazanych ze zmigr{ioymi
zbiegaja z szybkecial—2 a parametry przy zmiennydh(1) z szybkdcial—!. Sytuacja ulega dal-
szej komplikacji, j&li pewne kombinacje zmiennych $41) a inne! (0) i wektor estymowanych
parametréw zbiega w pewnych kierunkach z szydwk@7 ~> a w innych z szybksciaZT—!. Usta-
lanie szybk&ci zbiezn&ci estymatoréw ma kluczowe znaczenie dla znalezienia takich formut d
statystyk testowych, ktére maja niezdegenerowane rozktady asymptotyczne.

Pierwszy zwrdcit na ten problem uwage Fullé®{76, ktéry udowodnit, ze zbiér koniecznych
zatozéh, na ktorych opiera sie dowdd, ze statystykma rozktadi-Studenta, nie jest spetniony

2MNKjest dla tego przypadku réwnowazny estymatorbid\w,



dla zmiennych niestacjonarnych i ze dla takich zmiennych test ten ma zupetnie inny rozktad pr
dopodobi@éstwa. W kolejnych pracach pokazano, ze rzad integracji procesu mozna teg@wa
pomoca testtDF a rozktad statystyki w tym teScie jest dany funkcjonatami ruchéw Browna (
Phillips 1987, Phillips 1989 i zalezy od tego, jak ksztattuje sie w zmientdd)) trend deterministy-
czny (Dickey i Fullerl979 Dickey i Fuller1981). W szerszym kontedcie pokazano, ze twierdzenia
graniczne dla zmiennych tworzacych proces niestacjonarny wygladaja zupetnie inaczej niz dla .
ennych stacjonarnych. (np. Billingsl&p79 Davidson1994).

Dalszy rozw0j bada nad testami na istnienie pierwiastka jednostkowego poszedt w kierunl
opracowywania testow asymptotycznie zgodnych przy stabszych zatozeniach niz w klasyczi
teScieDF. Said i Dickey (984 pokazali, ze dodajac wieieDF op6znione réznice uzyskujemy test
zgodny dla proceséw RIM A (testADF). Problemem przy zastosowaniach te&F pozostaje
dobor ilcsci opdzni@d (np.?). Jednym z proponowanych rozwigzéPhillips i Perron1988 jest
zastosowanie nieparametrycznej poprawki zamiast dodawania op6znionych réznic.

Drugim nurtem bada byty prace nad modyfikacja samego ksztattu hipotezy zerowej i alte
natywnej. Sargan i Bhargavd 483 pokazali, ze mozliwe jest takie przeprowadzanie testu ni
istnienie pierwiastka jednostkowego, ze zaréwno przy hipotezie zerowej jak i przy alternatyw
zakladamy jedynie istnienie trendu liniowego. Z drugiej str@nydowodnili, ze mozliwe jest nie
tylko testowanie hipotezy zerowej o niestacjon&tiale takze hipotezy zerowej o stacjon&tio
(testkKPSS.

Na ile literatura na temat testowania rzedu integracji jest przydatna przy estymacji paramet
procesWAR? Proces13.4) jest tak sformutowany, ze elementy moga by zaréwno stacjonarne
jak i niestacjonarne. Stacjonastcelementéwe, implikuje jedynie pewne ograniczenia dotyczace
macierzy3. Integracje zmiennych mozna test@maoprzez testowanie tych ograniézeZ tego
punktu widzenia wydaje sige, ze testowanie integracji zmiennych przed wprowadzeniem ich do |
cesOWVARjest nieuzasadnione, poniewaz testy wykorzystujace peten proces powirhwyisza
moc. Testowanie takie moze niigednak sens @i estymujemy proces warunkowy, poniewaz wt-



edy testowanie rzedu integracji zmiennych @&pjajacych mozna interpreto@gako test na staba
egzogeniczn& tych zmiennych wzgledem parametréw dlugookresowych.

Historycznie pierwszymi testami kointegracji byty testy opracowane dla proceséw jednoréwn
iowych. Mozna je podzietina te, ktére opieraja sie na uogélnionych testach na istnienie pierwiast
jednostkowego i te, ktore opieraja sie na testow&WM. Testy oparte na uogoélnionych testach pier-
wiastka jednostkowego wychodza z obserwacji, ze testowanie kointegracji dla procesu skalar
mozna sprowadzido testowania stacjonarsm reszt z regresjr; nay;, gdziex; jest wektorem
zmiennych stabo egzogenicznych wzgled@nirablice wart&ci krytycznych opracowano dla testu
Dickey-Fullera (Engle i Yod987h Charemza i DeadmalB97), testu Perrona-Phillipsa (Phillips i
Ouliaris 19901 oraz testiKPSS(Shin1994).

Jednoréwnaniowe testy oparte na estyma€jM weryfikuja istnienie kointegracji na podstawie
wynikow estymacji jednego z rowng13.4). (?) pokazali, ze zmienna,; jest stabo egzogeniczna
przy estymacji parametr@ na podstawie-tego réwnania procesi 8.4 wtedy i tylko wtedy gdy
i-te réwnanie jest jedynym, w ktorym wystepuje kointegracja. W tym przypadku.tBsia koin-
tegracje sprowadza sie do testowania istetmavspétczynnikax przy wektorze kointegrujacymd
w jednoréwnaniowym procedtiCM. Testy oparte na podobnej zasadzie zapropondivali

Dla proceséw wielowymiarowych, odpowiednikiem testowania kointegracji jest testowanie lic
wektorow kointegrujacych stanowiacych kolumny maciefizyWszystkie metody estymacji wek-
toréw kointegrujacych opieraja sie na obserwacii, ze wiasifér, sa rézne od wiasisgiz; i 3’ ;
poniewazBx, ~ I (0) ax, i B z; sal (1). Omoéwimy tu trzy najpopularniejsze metody, to jest
metode czynnikow gtéwnych Stocka i Watsona (Stock i Watk®89 oraz dwie metody oparte na
korelacjach kanonicznych: metode Johansena (Johd®8shJohansen i Juseliu99Q Johansen
1991, Johansei 99D, Johansen994h i metode Boxa i Tiao (Box i Tiad977, ?).

Metoda czynnik6w gtéwnych Stocka i Watsona opiera sig na fakci@' zg jest stacjonarne i
jego wariancja jest stata, podczas gdlyx; jest niestacjonarne i jego wariancjenie proporcjon-
alne doT. Mozna wigec znalez estymator macierzg, szukajac takich znormalizowanych kombi-



nacji liniowych elementéwe;, ktére maja najwigksza wariancje. Do testowania rzedu macj@rzy
Harris (1997 proponuje uzg uogdlnionego test{PSS

Metoda Boxa i Tiad_CCA (Level Canonical Correlation Analysigpiera sig na tym, ze kowari-
ancja empiryczna miedzy; aBx,_, jest asymptotycznie rowna zerisjetylko wszystkie elementy
x; sal (1). Za wektory kointegrujace przyjmujemy wiec takie znormalizowane kombinacje liniow
zmiennych niestacjonarnych, ktére sa najmniej skorelowane z oryginalnymi zmiennymi. Rozk
testu na il& wektorow kointegrujacych wykorzystujacy te metode estymacji mozna fnalez
artykule Bewleya i Yangal®95 1996.

Inna metoda testowania rzedu macierzy kointegrujacej jest metoda Johansena. Mozna je
iczyc do metod opartych na analizie korelacji kanonicznych, poniewaz polega na znajdowaniu
kich kombinacji liniowych3'z;_ 1, ktére sa najsilniej skorelowane&x;. Johansen pokazat (np.
Johanseri9953, ze jego metoda estymaciji jeldINW. Blizsze szczegoty dowodu zaprezentuje w
dalszej czéci pracy. Wartsci krytyczne dla procesu bez elementéw deterministycznych pod
Johansenl(988, tablice zawierajace takze wastm krytyczne dla proceséw z elementami deter-
ministycznymi opublikowat Osterwald-Lenum 992, najnowsze tablice podat Johansé&9453.
Wada testu Johansena jest, ze jego rozktad zalezy od formy trendéw deterministycznych. W e
cie, gdy testujemy hipoteze o rzedzie kointegracji, robimy to warunkowo wzgledem zatozonej for
trendow deterministycznych.

Modyfikacja testu Johansena zaproponowana przez Saikkonen i Lutk&p0oBljest w pewnym
stopniu pozbawiona tej wady. Rozpatruja oni klase zmodyfikowanych tdsddw L R zastosowanych
do zmiennych z usunietymi trendami. Uzyskane testy maja nieco inny rozktad niz standardowy
Johansena i rozktad ten jest niezalezny od zatozonej struktury trendow deterministycznych.
procesu jedynie ze stata Saikkonen i LutkepdlqQ pokazuja metoda Monte Carlo, ze test ten
ma, dla lokalnej alternatywy,wyzsza moc od klasycznego tetu

Wariantem metody Johansena jest metoda Kleiberge®@6(. Kleibergen zauwazyt, ze $&
zidentyfikujemy@3 za pomoca sztucznej identyfikacji3. 13, to wglednie tatwo jest uzyskaesty-



mator . Estymatorae mozna z kolei wykorzystado uzyskania estymatoro@ i Q. Metode te
mozna interpretow@jako odmiane Dwustopniowej Metody Najmniejszych Kwadrat@MKIK)®.
Estymatory uzyskane w ten sposéb sa réwnie efektywne i maja te same rozktady co estymse
MNW, dla przypadku kiedy znane je&. Kiedy €2 jest nieznane, uzyskany estymator jest zgodn
ale nieefektywny. Estymator efektywny mozna uzyskarujac MNK z wykorzystaniem macierzy
Q zamiast macierzy2. Test na rzad macierzy kointegrujacej mozna uz§skaalizujac rozktad
minimalizowanej funkcji celu metody. Kleiberget©996 pokazuje, ze w pewnych przypadkach,
takich jak heteroskedastyczit czy zatamania w macierzaehi 8 uzyskane w dzigki tej metodzie
estymatory maja znacznie prostsza postéz estymatoryiINW,

Ktéry ze sposobéw estymacji relacji kointegrujacych i testowania ich liczby jest najlepsz
Wszystkie omawiane estymatory i testy sa asymptotycznie zgodne. Wszystkie estymatory |
dwuetapowym Engla-Grangera i estymatorem metody czynnikéw gtéwnych sa takze asympt
cznie efektywne. Wady tej nie ma opracowana przez Phillipsa i Hand®&®84 zmodyfikowana
wersja procedury Engla-Grangefau(ly Modified Ordinary Least Squargs zmodyfikowany esty-
mator metody czynnikéw gtéwnych Harrish997), ktére za pomoca nieparametrycznych poprawel
usuwaja wptyw parametréw zaktocajacyctuisense parametéraa asymptotyczny rozktad testéw.
Kamieniem probierczym jalszi estymatoréw powinny liywiec ich wtasnéci w matych probach.
Przeglad artykutow poréwnujacych te wtasobza pomoca metody Monte Carlo znajduje sie w
ksiazce Maddali i Kima 1998. W przypadku estymacji parametréw warunkowych procesoév
skalarnych wydaje sie, ze metody estymacji oparte na jednoréwnanid&@ihwykazuja lepsze
wiasndci niz dwuetapowa metoda Engla-Grangera.

W przypadku estymacji proceséw wielowymiarowych ustalono, ze metoda Johansena daje ¢
matory stosunkowo mato obciazone ale o wysokiej wariancji. Metoda Boxa-Tiao daje estymat
0 nizej wariancji ale wigkszym obciazeniu. Metoda Johansena jest szybciej zbiezna niz me
Boxa-Tiao, pod warunkiem, ze szyt#odostosowania systemu do réwnowagi dtugookresowej jes

3Inna forme estymatoraMNK mozna znalezw artykule Hsiao 1997).



szybka, korelacja btedéw miedzy réwnaniami wysoka a proba stosunkowo duza.

Z poréwnania testow wieloréwnaniowych, dokonanego przez Liitkepohla i Saikkoh@8g (
wynika, ze dla matych préb, testy kointegracji typd/, LR i W maja lepsze wlasrigi niz po-
zostate testy, takie jak tekCCAi Boxa-Tiao. Tesi?¥ ma jednak w matych prébach gorsze wias-
nosci niz testyLM i LR. W przypadku testu.M i LR Liitkepohl i Saikkonen poréwnali test
Johansena z réznymi wariantami testéW/ i LR r6zniacymi sie miedzy soba sposobem usuwa:
nia trendéw ze zmiennych. Na podstawie eksperymentow Monte Carlo ustalili oni, ze istotne
mocy testu jest wisciwe zdefiniowanie elementéw deterministycznych. Dla przypadku, kiedy n
pewndci, jak w rzeczywistdci ksztattuja sie trendy w procesie, testy oparte na statysiy¢e
wykazuja lepsze wlassgi niz testyL M. J&li w danych nie wystepuije trend liniowy, najlepsze
whasnaci wykazuje test. R zaproponowany przez Saikkonen i LiitkepoP0QQ. W przypadku,
gdy jeden z pierwiastkOw procesu jest bliski jefoip testy oparte na zmiennych z usunigtymi tren-
dami wydaja sie mie lepsze whasr&xi niz klasyczny tesf.R. W przypadku testowania rzedu
kointegracji w procesach o wiekszej$io wektoréw kointegrujacych (Litkepohl i Saikkong®99
autorzy nie otrzymali jednoznacznych wnioskéw. TB& Johansena miat najwyzsza moc w przy-
padku testowania hipotezil, : » = 0 przeciw hipotezieH; : » > 0, mial jednak nizsza moc
niz testy oparte na zmiennych z usunietymi trendami w przypadku testowania istnienia pozosta
wektorow kointegrujacych. Poniewaz procedura ustalania rzedu macierzy kointegrujacej jest
wencyjna, wiec otrzymane wnioski na temat efektygeidestow sa niejednoznaczne.

Poza testowaniem ogranidzewiazanych z badaniem kointegraciji zmiennych czesto testujen
inne ograniczenia natozone na wspoéiczynniki procesu. Testy takie sa utatwione przez fakt
asymptotycznie@ ma rozktad jest mieszany normafng dla pozostalych wspétczynnikéw nor-
malny. W rezultacie asymptotyczne rozklady testow dla ograhicektadanych nad, jak i na
pozostate wspdtczynniki, sa standardowe (np. w przypadku Watdarozktad y2). Trudniejsze
jest testowanie hipotez zawierajacych zaréwno parametry krotko jak i dlugookresowe ze wzgl

“Wyjatkami sa tu estymator§ dwustopniowej metody Engla-Grangera i estymator metody czynnikéw gtéwnych.



na rézne stopy zbiezgoi estymatoréw dla tych dwdch rodzajéw parametréw. W tym przypadk
mozna jednak skorzysta asymptotycznej niezalezsm tych estymatoréw.

Przy realistycznych zatozeniach wszystkie oméwione metody estymacji oraz testy na integr
i kointegracje maja wyprowadzone rozktady estymatoréw i testow jedynie dla przypadkdw asyr
totycznych. Publikowane rozktady testow wa matych probach (np. Charemza i Dedd83n
sa prawdziwe tylko wtedy, gdy w procesie nie wystepuje autokorelacja reszt. Trudno jea&na
szczegolnie uzyteczne, skoro autokorelacja bledéw losowych jest reguta w przypadku rzeczywis
szeregOw czasowych. Atrakcyjna alternatywa sa tutaj metody polegajace na wtérnym probkow
(resampling takie jakbootstrap(np. Li i Maddalal997).

Inna rozwiazaniem jest zastosowanie estymatoréw Bayesowskich. Nie bedziemy ich tu szcze
omawia a jedynie zwrdcimy uwage na gtowne problemy dyskutowane w literaturze. Najbardz
kontrowersyjnym problemem przy estymacji parametrow procesow niestacjonarnych ta metoda
wybor rozktadua priori. W przypadku tego rodzaju estymaciji przyjecie rozkladu jednostajneg
jako rozktadua priori dla parametru zwiazanego pierwiastkami wielomianu opdznie jest satys-
fakcjonujace, poniewaz rozktad ten nie jest neutralny wzgledem réznychsmearégo pierwiastka.
Phillips (1991 zaproponowat rozkta@ priori Jeffreya jako wiaciwa reprezentacje braku infor-
macji ha temat cech szeregu czasowego. Niestety pokazano, ze wyniki estymacji przy uzyciu
rozktadu sa wrazliwe na sposéb zdefiniowania elementéw deterministycznych w procesie (Schot
i Dijk 1997) i spos6b potraktowania wag&oi poczatkowych (Lubran®995. Teoretycznie najwigk-
sza zaleta podggia Bayesowskiego jest mozligo policzenia rozkladéw estymatoréw i testow
w matych prébach. Jak na razie, uzyskanie takich estymatoréw dla parametréw proceséw t
tacjonarnych mozliwe jest jedynie przy uzyciu skomplikowanych metod numerycznych i przy|
ciu pewnych ryzykownych zatokhena temat rozktada priori. Inna sytuacja ma miejsce,§e
sktonni jestémy przyj&, ze mamy pewna wiedz priori na temat zachowania ekonomicznych
szeregOw czasowych a w tym takze informacje na rzedu ich integracji. W takim przypadku pr
lem doboru neutralnego rozktadupriori automatycznie znika. Interesujacy przyktad tego rodzajt



Bayesowskiego proceAR (BVARraz z opisem zastosowanego rozktadariori® mozna znale
w pracy Todda1990.

5Jest to wariant tak zwanyd¥linnesota priorszaproponowanych migdzy innymi przez Doana, Littermana i SiffJsa (
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