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14. Metodologia Bayesowska

14.1. Podstawowe zalozenia

W metodologii Bayesowskiej zaktada sie, ze prawdopoduitiea sa odbiciem naszej subiektywne;j
wiedzy na temat rzeczywis$oi. Postawa ta rézna jest od postawy klasycznej, ktéra interpretu
prawdopodobigstwo jako miare czeséai z jaka zjawisko wystepuije.

W podegciu klasycznym, btedy sa losowe ale parametry modelu sa deterministyczne ale n
nane. Nielosowst parametréw jest jednak jedynie uzytecznym zalozeniem, poniewaz w prakty
obserwujemy jedynie estymatory parametréw, ktére sa zmiennymi losowymi.

W podepciu bayesowskim wszystkie nieznane elementy modelu sa traktowane jako zmie
losowe. Biedy losowe i parametry sa szacowane na podstawie danych, a niepetna wiedza n
temat jest opisana za pomoca rozktadu prawdopodshie.

Specjalna cecha metodologii Bayesowskiej jest uzywanie rozldaatiori dla parametréw. W
trakcie estymacji zaktadamy, ze dysponujemy pewna wstepna wiedza na temasueiip@ametrow.
Wiedza ta jest nastepnie modyfikowana po skonfrontowaniu z danymi. Na podstawie twierdze
Bayesa, rozktada priori i modelu prébkowego mozemy sformutoévaowy rozktad parametréw,
ktory uwglednia zaréwno nasze pierwotne przekonangiori jak i posiadane dane empiryczne.
Taki zmodyfikowany na podstawie danych rozktad nazywamy rozkiaaposteriori.

14.2. Rozkiady

Oznaczmy geshl rozkladu gamma o parametrach g3 jako pg (| a, 3). Mozna tez analizowa
rozklady = %, gdziex pochodzi z rozktadu gamma. Rozktad ten nazywamy odwréconym rozkk
dem gamma i ma on postéinverted gammp ktéra mozna policzy z twierdzenidl7.25
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J&sli y = 1 i x ma rozktad gamma to gesfoy ma posta p; (y| o, 73). Z definicji wynika, ze
pic (0°| @, B) = pe (07%| o, B).

Gest&t k-wymiarowego rozktadu normalnego diae R*, wektorze wartéci oczekiwanych
p i maciezy wariancji kowariancj® oznaczymy jakop%, (:c| u, ). Gest&C k-wymiarowego
rozktadu rozktadu-Studentao r stopniach swobody, wektorze niecentrdaiqu i macierzy pre-

cyzji A = V! dodatnio okrélonej bedziemy oznacizgako p¥; (x| r, u, V). Rozktad normalny
mozna zdekomponowav nastepujacy sposob:
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gdzie s> = ﬁ W przypadku rozktadu gamma, odwréconego gamma i normalnego iloczyi
gestéci daja funkcje gestei z tej samej klasy:
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lloczyn rozkladu normalnego i odwréconego gamma daje w rezultacie wielowymiarowy rozki
t-studenta
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14.3. Twierdzenie Bayesa
¢aczna dystrybuante dtae ® mozemy zapisajako

h(0,y) = f(yl0)g(0)=g(6ly)[f(y)
gdzieg (0| y) jest rozktadena priori parametréw funkcji wiarygodrsei f (y| 0) = ¢ (0). Rozklad
a posterioriparametrow spetnia wiec rownanie

f(6ly) = W (14.5)

poniewaz dystrybunata brzegowfdy) nie zalezyd, wiec g (0| y) traktowana jako funkcj# jest
proporcjonalna do licznika utamka po prawej stroriié.g). Zapisujemy to

f(Oly) o f(ylO)g(0)=1(6)g(6),
gdzie znakx oznacza "jest proporcjonalne do”. Stala w tego typu wyrazeniach mozna ermdez
wzoru [ g (0|y) =1



14.4. Rozkiady a priori

Rozktada priori powinien odbij& wiedze jaka posiadamy na temat parametréw a pochodzaca spc
probki. Przyktadowo mozemy migpewna wiedze na temat wiekei parametréw wynikajaca ze
znajomdsci wynikow innych badaempirycznych. Oki&enie rozktadwa priori jest jednak z reguty
sprawa trudna poniewaz wymaga sprecyzowania nie tylko wiedzy na temaéeiastzekiwanej
parametrow ale i stopnia niepewst na ich temat oraz opisania tej niepewociza pomoca rozktadu
prawdopodobiastwa.

e Informacyjne rozktady a priori.

Rozkladya priori dobiera sie czesto w ten sposéb, by uzyskany w rezultacie roaldadterioribyt
stosunkowo prosty. Obecnie jest juz mozliwe uzyskanie dobrego przyblizenia rozkgsahieriori
dla dowolnego rozktada priori na drodze oblicze numerycznych.

Istnieje kilka problemoéw zwiazanych z informacyjnymi rozktadanriori.

Po pierwsze estymatory Bayesowskie beda lepsze od estymatoréw klasycznych jedynie w
gdy wart&t oczekiwna w parametréw w rozkladzéepriori bedzie bliska prawdziwej warkoi
parametru. W razie przyjecia btednego rozktadpriori estymator Bayesowski moze dbynacznie
gorszy od klasycznego.

Jesli chodzi o wybdr stopnia niepewaai (wariancji) w rozktadzie priori mamy nastepujacy
problem: im mniejsza jest zatozona niepewsthwiedzya priori tym wigksze sa zyski z jej uwzgled-
nienia ale i mozliwe straty w razie zaistenia btedu.

Dodatkowy problem pojawia sig, gdy zachodzi wyrazna sprzeszmigdzy przyjetym rozkia-
dema priori a danymi. Czy w takim przypadku rzeczysmie powinnsmy sie dalej upie@ ze
rozktada priori jest prawidtowy?

Istnieje jeszcze inny problem zwiazany z porownywalria wynikow wnioskowania statysty-
cznego. W procedurze Bayesowskiej wynik estymacji i wnioskowania statystycznego uzalezni
jest od postaci rozktada priori, ktory z definicji jest subiektywny i zalezy od badaczaslJednak



tak jest to jak uzyskaporownywaln&t wynikdw uzyskanych przez réznych badaczy?

e Nieinformacyjne rozktady a priori.

Najpopularniejszym rozwiazaniem subiektywizmu rozktadpriori jest zastosowanie takiej jego
postaci, ktéra odbijataby catkowity brak wiedzy na temat wislli@zacowanych parametréw. Okazu
sie jednak, ze znalezienie takiego rozkladu nie zawsze jest sprawa prosta. Najpopularniejsza r
znajdywania nieinformacyjnych rozktaddavpriori jest reguta Jeffreysa, ktéra mowi, ze nieinfor-
macyjny rozktada priori parametrid powinien spetnia warunek

£(0) c[I(0)]7.

a wiec byt niewtasciwym rozktadem jednostajnym proporcjonalnym do pierwastka wyznacznil
macierzy informacyjnej Fishera.

14.5. Estymacja punktowa i przedziatowa

e Estymacja punktowa w przypadku metod bayesowkich polega r&jiegena wyznaczeniu
wartcsci oczekiwane z rozktadua posteriori

0=E(6ly)~ [ 0f (6ly)do

e W pewnych szczegoinych przypadkac@zmo'zemy przyjac mediane lub dominarftéf| y)

e Estymacja przedziatowa dla skalarnégmolega na znalezieniu taki¢h i 6, ze przy poziomie
ufnosci «
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14.6. Analiza Bayesowska w KMRL

e Nieinformacyjny rozktad a priori (Jeffreys prior)
Czesto przyjmowanym nieinformacyjnym rozktadarpriori w K M RL jest rozkiad

f(B0) = f(B) f (%) cco™?
Taki rozktada prori otrzymujemy przy zatozeniu, zg(3) < const a g (In (6?)) = const dla
—o0 < Ino < co. Oba te rozklady sa rozktadami niewtawmi, pomewazf g (Bs)dBs =
fo o%do = co. Jak wiemy z rozwazanad estymacja metoda najwigkszej wmrygczdmé( M RL
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2 .
522 5805 o constt. Przyjete

rozkladyo i 3 sa wiec zgodne z reguta Jeffreysa.
Policzmy teraz rozkladh posteriori parametrows i 0. W modelu K M RL zaktadamy, ze
funkcja wiarygodnéci pochodzi z rozkladu normalnego, tak wiec
¢ (ﬁaaz) = pljc\/ (y| X/B’UQI)

a rozktada posteriorima posta
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wykorzystujac wzér 14.4) otrzymujemy
f(Bly) =/ f(B,0%|y) do? = p§ <ﬁ|n— k,b,s> (X’X)_1>
0

Zauwazmy, ze uzyskany wynik jest catkowicie zgodny z analiza klasyczna. Nieobciazonym pu
towym estymatorem warbei 3 jestb ao? jests? a wariancijib jest s (X’X)_l. Identycznie jak
w przypadku klasycznego wnioskowania uzyskaly rozktadb przy nieznanymo? jako rozktad

t-studentea rozklad("_giﬁ)s2 =l ..

e Inofrmacyjny rozkiad a priori
e Prior naturalnie sprzezony

Jak wiemy ze wzorul4.1), rozktad normalny mozna zdekompond@@o postaci proporcjonalnej
do iloczynu rozktadu normalnego i gamma. &Wietle wzoréw (4.3, (14.2 narzuca sig, ze natu-
ralnymi priorami naturalnie sprzezonymi beda w tym kost8& rozktady normalny i gamma.&le
w Swietle naszej wiedzg priori
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Rozktada posterioribedzie miat nastepujaca posta
f(B,0°|y) o £(B,0”) f (Bl0?) f (0°) =k (y| XB,0™I) py (B| By, V1) f (0?)
Mozemy teraz znormalizovéa3 i 3, za pomocad/ 3 otrzymujac
Pk (B1BuodV ™) = ok (V38| V2800

Z kolei iloczyn

Pk (yl XB,0°T) o (V3B | VEB,G®T) = pi™ (YIWB,0°T),
gdzieY = [ vig } [ 1 } Korzystajac teraz ze wzord4.1) otrzymujemy
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aby znaleZ brzegowy rozktagB stosujemy ponownie wzof¢.4) uzyskujac
I(Bly) = / f(B.0% y) do* = p (Blm— kB3 (V + X'X) ")
0
e g-prior

W przypadku g-prioru zaktadamy, 3¢ = g (X'X), gdzieg > 0. W rezultacie podane w powyzej
wzory ulegna znacznemu uproszeniu

g
—b
1+g +1+gﬁ0

a wiec zwyktasrednia wazona z estymatdviNK i wartoSci oczekiwaneq priori parametrus.

b= (X' X+9(X'X)) " (X'y +9(X'X) 8,) =

e Analiza Bayesowka w KMRL (regresja grzbietowa)
e W przypadku wystepowania problemu wspotlinidseozaproponowano estymator
b= (X'X +rD)" X'y
¢ D jest macierza diagonalna z elementami diagonalnymi maci&rz¥ na przekatnej
e 1 jest pewna stata wieksza zera.
e Estymator ten uzyskamy jako estymator Bayesowsi jgrzyjmiemy, ze
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14.7. Predykcja
14.8. Testowanie hipotez

Mamy m konkurencyjnych modeli
p (M;) prawdopodobiBstwoa priori modelui/;
Prawdopodobiestwoa posteriorimodelulM/; z twierdzenia Bayesa
p (M;)p (y| M;)
p(Mz y) = m
) S 0 (M) p (w10

gdzie
p(y M) =i () = [ pi(y]6:)p: (6) 6,

i

i 0; jest wektorem parametréw dla modelu
Zwykle wybieramy ten model, ktéry ma najwieksze prawdopodudti®oa posteriori
Mozna sie do tego postuzyloczynem szana posteriori(posterior odds rati

p(Mily)  p(M;)p(y| M)

p(Mjly)  p(M;)p(y| M)
Dwa najwazniejsze przypadki szczegdlne:
— przyjmujemy, zep (My) = p (M) = ... = p (M)
p(Mily) _ p(yl M)

p(Mjly) — p(y|M;)
— przyjmujemy, ze mniej prawdopodobne modele o wigkszégilparametréw np.
p(M;) o278
NiewtaSciwe rozktadya priori sprawiaja problemy przy formutowaniu iloczynu szans.



14.9. Bayes empiryczny

Jednym z proponowanych rozwigzproblemu trudngci ze znalezieniem hiperparametréw rozktadu
a priori jest wyestymowanie ich na podstawie préby. W ten spos6b mozna wyeliminuedez-
pieczéistwo zwiazane z przyjeciem ztego rozktagdpriori oraz ewentualnego konfliktu miedzy
rozktadema priori i danymi.

Problem z tym podégiem polega na tym, ze rozktadposterioriuzyskany zostat przy zatoze-
niu, ze hiperparametry sa znane a tak naprawde sa one estymowane. Wyznaczenie prawidic
rozkladua posteriorijest zazwyczaj bardzo trudne.

14.10. Bayes hierarchiczny

Bayes hierarchiczny polega na tym, ze budujemy model Bayesowski dla hiperparametréw. W
sposbb rozwiazujemy problem arbitrabwbrozktadua priori poniewaz parametry rozktagupriori
pochodza takze z modelu, ktéry uwazglednia zaréwno wiedagori jak i dane. Niestety problem
ten bedzie z kolei dotyczyt parametrow rozktaalpriori dla rozktadua priori.

14.11. Metody numeryczne
e Rozkitada posteriorif (8] y)
1. Przyjmujemy arbitralnie wektor warési poczatkowycl®® = (67,69, ..., 6}]
2. Wygenerowanie jednej realiza@f w ¢-tym cyklu losowania Gibbsa polega na losowaniu z



warunkowych rozktadova posteriori
o1 =p(o:l05 ", 057,....007")

03 =p(6:6%,057,...,607")

GZ =D (01| 0?9 03717 cee 70Z:i>
e Cykle powtarzane sa az do osiagnigcia zbi&zno
e Rozkitada posteriorif (0] y) jest punktem stacjonarnym tego algorytmu
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